Философия математики 
(по статье из Stanford Encyclopedia of Philosophy; 

§§ 1 — 3 — пер. К.  Куюмжиян; §§ 4 — 5 — пер. М. Панова)
1. Философия математики, логики и основания математики.
С одной стороны, философия математики занимается задачами, тесно связанными с центральными проблемами метафизики и эпистемологии. На первый взгляд кажется, что математики изучают абстрактные сущности. Зададимся вопросами, в чем же содержится природа математических сущностей и как мы можем их познать. Если считать, что на эти вопросы нет ответа, то можно хотя бы попытаться проверить, могут ли математические объекты в том или ином смысле принадлежать миру реальных вещей.

С другой стороны, оказалось, что до некоторой степени можно применить математические методы для решения философских вопросов, связанных с математикой.  Постановка, в которой это было реализовано – это математическая логика в той формулировке, в которой она содержит теорию доказательства, теорию моделей, теорию множеств и теорию вычислимости как подтеории. Таким образом, двадцатый век стал свидетелем математического постижения последствий, возникающих тогда, когда базовые философские теории обращаются к природе математики.

Когда профессиональные математики изучают основания своей науки, то говорят, что они заняты фундаментальными исследованиями. Когда профессиональные философы изучают философские вопросы, затрагивающие математику, то говорят, что они вносят вклад в философию математики. Конечно, граница между философией математики и основаниями математики довольно размытая, и больше всего взаимодействия на этой границе между философами и математиками, занимающимися математической логикой и изучающими вопросы, относящиеся к природе математики.

2. Четыре школы
Основное философское и научное мироощущение 19 века было обращено к эмпирике. Платонистические аспекты рационалистических теорий быстро теряли поддержку. С особенно большим подозрением смотрели на когда-то высоко ценимый институт рациональной интуиции. Поэтому появилась задача – сформулировать философскую теорию математики, свободную от платонистических элементов. В первые 30 лет двадцатого века появились три неплатонистических подхода к математике: логицизм, формализм и интуиционизм. В начале двадцатого века возникла еще четвертая программа – предикативизм. По вине исторических обстоятельств её настоящий потенциал не был раскрыт до 60х годов двадцатого века. Однако же она вполне заслуживает место рядом с тремя традиционными школами. 

2.1 Логицизм
Основная идея логицизма состоит в сведении математики к логике. Так как считается, что логика нейтральна по отношению к онтологическим материям, то эта идея внешне гармонировала с антиплатонистической атмосферой эпохи.

Утверждение, что математика – это логика во мраке, восходит к Лейбницу. Но серьезная попытка разработать программу логицизма в деталях смогла быть сделана только в 19 веке, когда были пошагово изложены основные принципы центральных математических теорий (Дедекиндом и Пеано) и когда  были открыты основные законы логики (Фреге).

Фреге посвятил большую часть своей карьеры попыткам показать, как математику можно свести к логике (Frege 1884). Ему удалось вывести начала арифметики Пеано (второго порядка) из основных законов системы логики второго порядка. Его вывод был безупречен. Однако он опирался в своём выводе на одно утверждение, про которое через некоторое время стало ясно, что это не логический закон. Хуже того, оно противоречиво. Это утверждение -- V Основной Закон Фреге:

{x|Fx}={x|Gx} ≡ ∀x(Fx ≡ Gx).

Словами его можно выразить так: множество Fs объектов s, удовлетворяющих свойству F, такое же точно, как множество Gs объектов s, удовлетворяющих свойству G, тогда и только тогда, когда Fs – это в точности Gs. В известном письме Рассела к Фреге Рассел показывает, что из V Основного Закона можно вывести противоречие (Russell 1902). Это рассуждение стало известно как парадокс Рассела (см. раздел 2.4).
Затем Рассел сам попытался другим способом свести математику к логике. Из V Основного Закона Фреге следует, что для любого свойства математических объектов существует класс математических объектов, обладающих этим свойством. Очевидно, это слишком сильное утверждение. Ровно это следствие привело к парадоксу Рассела. Поэтому Рассел постулирует, что только те свойства математических объектов, про которые уже известно, что есть объекты, удовлетворяющие этому свойству, задают классы. Предикаты, неявным образом ссылающиеся на класс, который они должны были бы задавать, если бы такой класс существовал, не задают класс. Таким образом получается структура свойств, разбитая на типы: свойства фундаментальных объектов, свойства фундаментальных объектов и классов фундаментальных объектов, и так далее. Типизированная структура свойств задает многоуровневый мир математических объектов, начинающийся с фундаментальных объектов, расширяющийся до классов фундаментальных объектов, затем до классов рассмотренных вместе фундаментальных объектов и классов фундаментальных объектов, и так далее. 

К сожалению, Рассел обнаружил, что законы его типизированной логики недостаточны даже для того, чтобы вывести основные законы арифметики. Расселу было надо, помимо всего остального, предположить в качестве основного принципа, что существует бесконечное множество фундаментальных объектов. Этот постулат довольно трудно назвать логическим. Таким образом, вторая попытка свести математику к логике также не увенчалась успехом.

На этом всё остановилось более, чем на 50 лет. В 1983 году появилась книга Криспина Райта по теории Фреге натуральных чисел (Wright 1983). В ней Райт дает новую жизнь логицистическому проекту. Он утверждает, что процесс получения Фреге арифметики Пеано второго порядка можно разбить на два этапа. На первом этапе Фреге использует противоречивый Основной Закон Фреге V, с помощью которого получает утверждение, известное, как принцип Хьюма:
число элементов Fs = числу элементов Gs ≡ F≈G,

где F≈G означает, что между Fs и Gs есть взаимно-однозначное соответствие. (Отношение взаимно-однозначного соответствия может быть выражено в логике второго порядка.) Далее на втором этапе принципы арифметики Пеано второго порядка получаются из принципа Хьюма и принятых принципов логики второго порядка. В частности, Основной Закон V не нужен для второго этапа. Более того, Райт предположил, что в отличие от Основного Закона V принцип Хьюма непротиворечив. Георг Булос и другие доказали, что принцип Хьюма действительно непротиворечив (Boolos 1987). В продолжение этого, Райт заявил, что принцип Хьюма можно рассматривать как логически верный. Если так, то как минимум арифметика Пеано второго порядка сводима к одной лишь логике. Так появилась новая форма логицизма, сейчас эта точка зрения известна как неологицизм (Hale & Wright 2001).

Большинство философов математики в настоящее время сомневаются, что принцип Хьюма является законом логики. Действительно, даже Райт в последние годы пытался уточнить это утверждение. Но работа Райта как минимум привлекла внимание философов математики к законам такого сорта, как V Основной Закон и принцип Юма. Эти законы называются законами абстракции. Сйчас философы математики пытаются построить общую теорию законов абстракции, объясняющую, какие законы абстракции  допустимы, а какие – нет, и почему (Weir 2003).

2.2 Интуиционизм
Интуиционизм зародился в работах математика Л.Э.Я. Брауэра (см. van Atten 2004). Согласно интуиционизму, математика по сути есть построение. Натуральные числа есть умственные конструкции,  вещественные числа есть умственные конструкции, доказательства и теоремы суть умственные конструкции, математический смысл есть умственная конструкция, и т. д.. Математические конструкции создаются идеальным математиком, то есть абстрагированным от окружения и физических ограничений, накладываемых на настоящего живого математика. Но даже идеальный математик остается конечным бытиём. Он никогда не может завершить бесконечное построение, даже если он может выполнить сколь угодно большую, но конечную, его начальную часть. (Брауэр делает исключение для интуиции вещественной прямой.) Из этого следует, что интуиционизм во многом отвергает существование актуальной (или законченной) бесконечности, в основном в процессе построения образуются только потенциально бесконечные наборы. Самым основным примером является  последовательное построение во времени натуральных чисел по одному. 

Отталкиваясь от этих основных положений про природу математики, интуиционисты переходят к ревизионистской работе над логикой и математикой. Они считают неконструктивные доказательства существования недопустимыми. Неконструктивные доказательства существования – это такие доказательства, которые ставят целью показать существование математического объекта с заданным свойством, даже неявно не показывая, при помощи какого метода можно получить пример такого объекта. Интуиционисты отвергают неконструктивные доказательства существования как «теологические» и «метафизические». Характерным свойством неконструктивных доказательств существования является то, что в них существенно используется принцип исключенного третьего:

φ ∨ ¬φ, 

или один из эквивалентных ему, например, принцип двойного отрицания:

¬¬φ → φ.
В классической логике эти принципы верны. Логика интуиционистской математики получается путем выбрасывания принципа исключенного третьего (и эквивалентных ему) из классической логики. Конечно, это приводит к пересматриванию всего математического знания. Например, классическая теория элементарной арифметики - арифметика Пеано - не может быть принята. Вместо неё предлагается интуиционистская теория арифметики, называемая арифметикой Гейтинга. Она не содержит принципа исключенного третьего. Хотя интуиционистская элементарная арифметика и слабее, чем классическая теория арифметики, различие между ними не так уж велико. Существует простая синтаксическая процедура, переводящая все классические теоремы арифметики в теоремы, доказуемые интуиционистски.

В первые десятилетия двадцатого века часть математического сообщества была благожелательна по отношению к интуиционистской критике классической математики и к той альтернативе, которая предлагалась взамен. Однако ситуация изменилась, когда стало ясно, что в высшей математике интуиционистский вариант очень сильно отличается от классической теории. Например, интуиционистский математический анализ – довольно запутанная теория, существенно отличающаяся от классического математического анализа. Это убавило энтузиазма математическому сообществу по отношению к интуиционистскому проекту. Однако последователи Брауэра продолжают развивать интуиционистскую математику и по сей день (Troelstra & van Dalen 1988).

2.3 Формализм.
Давид Гильберт, как и интуиционисты, считал верным тот факт, что натуральные числа являются основой математики. Но в отличие от интуиционистов Гильберт не рассматривал натуральные числа как умственные конструкции. Наоборот, он утверждал, что натуральные числа можно принять как символы. Символы являются абстрактными сущностями, но, возможно, какие-то физические сущности могут сыграть роль натуральных чисел. Например, мы можем принять конкретный чернильный штрих формы | за число 0, конкретный штрих || за число 1, и так далее. Маловероятным, по мнению Гильберта, является то, что высшая математика может быть непосредственно интерпретирована в похожей простой и, возможно, даже конкретной форме. 
В отличие от интуиционистов, Гильберт не был подготовлен к тому, чтобы пересматривать существующий аппарат математического знания. Наоборот, он занял инструменталистскую позицию по отношению к высшей математике. Он считал, что высшая математика – не более, чем формальная игра. Утверждения математики высшего уровня – это не получившие толкования строки символов. Доказательство таких утверждений – не более чем игра, в которой с символами оперируют по заданным правилам. Смысл «игры в высшую математику» состоит с точки зрения Гильберта в доказательстве утверждений элементарной математики, которые имеют  прямую интерпретацию (Hilbert 1925). 

Гильберт считал, что обоснованные сомнения насчет здравости классической арифметики Пеано – или как минимум насчет здравости той её подсистемы, которая называется Примитивная Возвратная Арифметика (Tait 1981) - невозможны. Он считал, что любое арифметическое утверждение, которое может быть доказано с выходом в высшую математику, также может быть непосредственно доказано в арифметике Пеано. То есть он был глубоко убеждён, что любое доказательство из области элементарой арифметики может быть выведено из аксиом арифметики Пеано. Конечно, решение арифметических задач в рамках арифметики в некоторых случаях практически невозможно. История математики показывает, что выход в высшую математику в некоторых случаях может привести к доказательству арифметического утверждения, которое будет значительно короче и даст гораздо больше понимания, чем любое чисто арифметическое доказательство этого же утверждения.
Гильберт, хоть и немного смутно, понимал, что некоторые из его убеждений могут рассматриваться как математические гипотезы. Действительно, доказательство в формальных системах высшей математики или элементарной арифметики – это конечный комбинаторный объект, который можно закодировать натуральным числом. Но в 1920-х годах еще не были как следует поняты детали кодирования доказательств натуральными числами.

С точки зрения формализма, минимальное требование к формальной системе высшей математики – чтобы она была непротиворечива. В противном случае в этой системе можно будет доказать любое утверждение элементарной арифметики. Гильберт также понимал (опять же, нечетко), что непротиворечивость системы высшей математики влечёт за собой тот факт, что эта система хотя бы частично арифметически обоснована. Поэтому Гильберт и его ученики начали доказывать такие утверждения, как непротиворечивость стандартных аксиом математического анализа. Конечно, утверждения подобного сорта надо доказывать на базе «безопасной» части математики, такой, например, как арифметика. Иначе доказательство не увеличит нашу убежденность в непротиворечивости математического анализа. И, к счастью, казалось возможным в целом это сделать, так как в конечном счете все утверждения о непротиворечивости по модулю кодирования суть арифметические утверждения. Если быть точным, таким образом Гильберт с учениками попытались доказать непротиворечивость, например, аксиом математического анализа в классической арифметике Пеано. Этот проект известен как программа Гильберта (Zach 2006). Оказалось, что это гораздо сложнее, чем они ожидали. В действительности им даже не удалось доказать непротиворечивость аксиом арифметики Пеано в арифметике Пеано.
Затем Курт Гёдель показал что существуют арифметические утверждения, неразрешимые в арифметике Пеано (Gödel 1931). Это утверждение стало известно как первая теорема Гёделя о неполноте. Это не сулило ничего хорошего программе Гильберта, однако оставалась вероятность, что непротиворечивость высшей математики не есть одно из таких неразрешимых утверждений. К сожалению, вскоре Гёдель осознал, что если только (Боже упаси!) арифметика Пеано непротиворечива, то её непротиворечивость не зависит от самой арифметики. Это называется второй теоремой Гёделя о неполноте. Теоремы Гёделя о неполноте оказались в целом применимыми ко всем достаточно сильным, но непротиворечивым рекурсивным аксиоматизируемым теориям. Из них вместе следует, что программа Гильберта неосуществима. Оказывается, что высшую математику нельзя определить чисто инструментальным образом. Высшая математика может доказывать арифметические утверждения, которые находятся далеко за границами арифметики Пеано, такие как утверждения о непротиворечивости.
Всё это еще не означает смерть формализма. Даже зная о теоремах о неполноте, можно разделять убеждения, что математика – это наука формальных систем. Одна из версий этой точки зрения была предложена Карри (1958). Согласно ей, математика состоит из набора формальных систем, у которых нет ни интерпретации, ни вещественной реализации. (Здесь Карри делает исключение для метаматематики.) Относительно некоторой формальной системы можно сказать, что утверждение верно тогда и только тогда, когда его можно вывести в этой системе. Но на фундаментальном уровне все математические системы равны. В том, почему мы предпочтем одной системе другую, могут быть не более чем прагматические причины. В противоречивых системах можно доказать любое утверждение, поэтому они совершенно бесполезны. Поэтому если обнаруживается, что система противоречива, то необходимо её модифицировать. Урок, полученный из теорем Гёделя о неполноте, заключается в том, что в достаточно сильной непротиворечивой системе нельзя доказать её собственную непротиворечивость.
Существует канонический недостаток формалистской позиции Карри. В действительности математики не рассматривают все гипотетически верные формальные системы как равные. Большинство из них, например, не желает допускать, что превосходство тех арифметических систем, в которых арифметическое утверждение, означающее непротиворечивость арифметики Пеано, выводимо, перед теми, в которых выводимо его отрицание, объяснимо только прагматическими причинами. Математики предпочитают поддерживать убеждение, что воспринимаемая корректность (некорректность) определенных формальных систем в конечном счёте объясняется тем, что они корректно (некорректно) описывают определенные сущности.

Детлефсен подчеркивает, что теоремы о неполноте не препятствуют тому, что непротиворечивость тех частей высшей математики, которые в действительности используются для решения арифметических задач, интересных математикам, может быть установлена арифметически (Detlefsen 1986). В этом смысле, вероятно, можно спасти что-то из огня, даже если инструменталистский подход Гильберта по отношению к высшей математике в целом оказался в конце концов несостоятельным.

Другая попытка спасти часть программы Гильберта была сделана Исааксоном (1987). Он защищает ту точку зрения, что в некотором смысле арифметика Пеано всё же полна. Он доказывает, что верные утверждения, неразрешимые в арифметике Пеано, могут быть доказаны только средствами идей высшего порядка. Например, непротиворечивость арифметики Пеано можно доказать при помощи трансфинитной индукции, то есть индукции до некоторого трансфинитного ординального числа (Gentzen 1938). Но понятие ординального числа является теоретико-множественным, то есть не арифметической идеей. Если все способы доказать непротиворечивость арифметики существенно используют понятия, которые принадлежат математике высших порядков, то непротиворечивость арифметики, даже если её можно выразить языком арифметики Пеано, является не арифметической задачей. Обобщая, можно задаться вопросом, может ли гипотеза Гильберта, что любая задача арифметики разрешима в рамках арифметики Пеано, всё же не быть верной.
2.4 Предикативизм
Как уже было отмечено, обычно предикативизм не рассматривается как одна из школ. Но это произошло только по вине обстоятельств. Перед приходом второй мировой войны предикативизм не поднялся до такого уровня, чтобы стать известным настолько же, насколько и другие школы.

Истоки предикативизма лежат в работе Рассела. С подачи Пуанкаре он поставил следующий диагноз парадоксу Рассела. Чтобы сформулировать парадокс Рассела, определяется набор C всех математических объектов, удовлетворяющих свойству ¬x∈ x. Парадокс состоит в следующем: удовлетворяет ли всё C своему условию? Этот вопрос приводит к противоречию. Диагноз Пуанкаре-Рассела утверждает, что определение набора C вообще не задаёт никакого набора: невозможно определить набор S условием, которое непосредственно ссылается на S. Это называется принципом порочного круга. Определения, которые нарушают принцип порочного круга, называются непредикативными. Правильное определение набора должно ссылаться только на объекты, которые существуют независимо от определяемого набора. Такие определения называются предикативными. Как позже отметил Гёдель, убежденный платонист признал бы подобные доводы неубедительными. Если математические наборы существуют независимо от акта их определения, то ниоткуда не следует, почему не может быть наборов, определяемых только непредикативно.
Всё это привело Рассела к созданию простой и разветвлённой теорий типов, в которые встроены синтаксические ограничения, делающие непредикативные определения недопустимыми. В простой теории типов свободные переменные в определении формул  принимают значения в тех категориях, к которым не принадлежит набор определяемых объектов. В разветвленной теории типов дополнительно требуется, чтобы области определения связанных переменных в определяющих формулах не содержали определяемого набора. В разделе 2.1 было отмечено, что теория типов Рассела не может быть рассмотрена как сведение математики к логике. Но даже независимо от этого было быстро замечено, что в особенности разветвленная теория типов непригодна для того, чтобы формализовать обыкновенные математические доказательства.

Когда Рассел обратился к другим областям аналитической философии, идеи предикативизма были подхвачены Германом Вейлем (Weyl 1918). Как и Пуанкаре, Вейль не разделял желания Рассела свести математику к логике. С самого начала он считал, что работать в разветвленной теории типов практически невозможно. Вейль разработал философский подход, в некотором смысле промежуточный между интуиционизмом и платонизмом. Пусть даже множество натуральных чисел неоспоримо и дано нам как актуальная бесконечность. Но идея произвольного подмножества натуральных чисел не сразу воспринимается математической интуицией. Предикативно допустимы только те подмножества, которые заданы арифметическими предикатами первого порядка. 

С одной стороны, оказалось, что многие стандартные определения в математическом анализе непредикативны. Например, минимальное замыкание операции на множестве обычно определяется как пересечение всех множеств таких, что они замкнуты относительно действия этой операции. Однако минимальное замыкание само по себе является замкнутым относительно действия операции. То есть это определение непредикативно. Таким образом, внимание понемногу смещалось от рассмотрения теоретико-множественных парадоксов к роли непредикативности в обычной математике. С другой стороны, Вейль показал, что непредикативные понятия зачастую можно обойти. Оказалось даже, что большинство основных математических достижений 19 века можно доказать, опираясь только на предикативные утверждения (Feferman 1988).

В 1920-х годах вмешалась история. Вейля перетянули на сторону более радикального интуиционистского проекта Брауэра. Тем временем математики согласились, что совершенно непредикативной трансфинитной теории множеств, разработанной Кантором и Цермело, гораздо менее остро грозил парадокс Рассела, чем ранее казалось. Это заставило предикативизм впасть в спячку на несколько десятилетий.
Основываясь на работе об обобщенной теории рекурсии, Соломон Феферман в 1960-х годах расширил программу предикативизма (Feferman 2005). Он осознал, что стратегию Вейля может быть итеративно продолжена трансфинитным образом. Кроме множеств, которые Вейль рассматривал как предикативно допустимые, должны рассматриваться также множества, определяемые с помощью кванторов по ним, и так далее. Этот процесс можно осуществлять в течение ординальной цепочки действий. Эта ординальная цепочка простирается в трансфинитную область настолько же далеко, насколько и предикативные ординалы. Под предикативным ординалом здесь понимается ординал, определяющий доказуемо полное упорядочение натуральных чисел. Эта поверка (калибровка) предикативной математики, придуманная Феферманом и (независимо) Шютте, в наше время близка к всеобщему признанию. Далее Феферман исследовал, насколько большую часть стандартного математического анализа можно доказать в рамках предикативистской программы. Исследования Фефермана и других (в особенности Гарвея Фридмана) показывают, что большая часть анализа двадцатого века допустима с предикативистской точки зрения.
3. Платонизм
Перед второй мировой войной оказалось, что возникли весомые возражения против каждой из трех антиплатонистических программ в философии математики. Предикативизм был исключением, но в то же время его никто не защищал. Поэтому образовалось пространство для обновленного интереса к платонистическому видению сущности математики. В платонистической концепции предмет изучения математики состоит из абстрактных объектов.

3.1 Платонизм Гёделя
Гёдель был платонистом по отношению к математическим объектам и по отношению к математическим идеям (Гёдель 1944, 1964). Но его платонистические взгляды были более искушенные, чем у рядового математика.

Гёдель был убежден, что есть сильный параллелизм между правдоподобными теориями математических объектов и концепций с одной стороны и правдоподобными теориями физических объектов и свойств с другой стороны. Как и физические объекты и свойства, математические объекты и концепции не созданы людьми. Как и физические объекты и свойства, математические объекты и концепции не сводимы к ментальным сущностям. Математические объекты и концепции настолько же объективны, как и физические объекты и свойства. Математические объекты и концепции, как и физические объекты и свойства, постулированы с целью получить удовлетворительную теорию нашего жизненного опыта. Действительно, аналогично тому, как мы входим в перцептуальное отношение с физическими объектами и свойствами, при помощи математической интуиции мы входим в квази-перцептуальные отношения с математическими объектами и концепциями. Наше восприятие физических объектов и идей подвержено ошибкам и может быть исправлено. Точно так же, математическая интуиция не является абсолютно надёжной – как показала история V Основного Закона Фреге – но она может быть развита и улучшена. В отличие от физических объектов и свойств, математические объекты не существуют в пространстве и времени, а математические идеи не реализованы в пространстве и времени.
Наша математическая интуиция обеспечивает внутреннюю очевидность начал математики. Практически всё наше математическое знание может быть выведено из аксиом теории множеств Цермело-Френкеля и аксиомы выбора (всё вместе далее называется ZFC). С позиции Гёделя, мы обладаем непреодолимой внутренней очевидностью правдивости этих аксиом. Но с другой стороны, Гёделя беспокоило, что математическая интуиция может оказаться не настолько сильной, чтобы придать непреодолимую очевидность аксиомам, которые по силе существенно превышают ZFC. 
По Гёделю, независимо от внутренней очевидности также возможно получить внешнюю очевидность математических начал. Если аксиомы  «успешны», то, даже если мы не можем получить для них интуитивную очевидность, они могут быть рассмотрены как возможно верные. Гёдель пишет, что «успешность здесь означает плодородные следствия, в частности, проверяемые следствия, то есть следствия, могущие быть проверенными и без помощи новой аксиомы, доказательство которых при помощи новой аксиомы, однако же, значительно проще и легче постигается, и которая делает возможным сжать в одно доказательство множество различных доказательств […] Могут существовать аксиомы настолько изобилующие проверяемыми следствиями, проливающе столько света на всё поле знания, дающие такие мощные методы для решения задач […] что независимо от того, являются они внутренне необходимыми или нет, они должны быть приняты хотя бы в том же смысле, как любая хорошо подтверждённая физическая теория» (Гёдель 1947, 477). Это вдохновило Гёделя на поиск новых аксиом, которые могут быть внешне оправданны и которые могут решить такие вопросы, как континуум-гипотеза, совершенно не зависящие от ZFC (ср. главу 5.1).  
Гёдель разделял убеждение Гильберта о том, что у всех математических вопросов есть определённые ответы. Но платонизм в философии математики не должен заявлять как само собой разумеющееся, что для всех теоретико-множественных утверждений известно, верны они или ложны. Например, существуют версии платонизма, которые защищают следующую позицию: все теоремы ZFC рассматриваются как верные благодаря определенным теоретико-множественным фактам, однако нет теоретико-множественных фактов, которые определяют верность определенных утверждений, абсолютно не зависящих от ZFC. Приблизительно такой позиции придерживался известный специалист по теории множеств Пол Коэн (Cohen 1971). 
3.2 Натурализм и «доказательство через необходимость»
Куайн чётко изложил методологическую критику традиционной философии. Взамен он предложил другую философскую методологию, которая стала известна как натурализм (Quine 1969). В соответствии с натурализмом, лучшими теориями являются наши лучшие научные теории. Если мы хотим получить наилучший возможный ответ на философский вопрос вроде «Что мы знаем?» и «Какие виды сущностей существуют?», не следует прибегать к традиционным эпистемологическим и метафизическим теориям. Необходимо с самых первых положений воздержаться от базирования на фундаментальные эпистемологические или метафизические учения. Вместо этого надо рассматривать и анализировать лучшие научные теории. Они содержат, хотя часто и неявно, лучшее на данный момент времени знание о том, что существует, что мы знаем и как мы это познаём.
Патнем применил натуралистическую позицию Куайна к математической онтологии (Putnam 1972). Со времен Галилея лучшие теории естественных наук имели математическое выражение. Ньютоновская теория гравитации, например, существенно использует классическую теорию вещественных чисел. Таким образом, онтологическая приверженность к математическим объектам кажется  неотъемлемой составляющей лучших научных теорий. Это соображение может быть усилено путем привлечения тезиса Куайна о конфирмационном холизме. Эмпирическая очевидность не дарит нам силу убеждения по отношению к отдельно взятой гипотезе. Наоборот, опыт глобально подтверждает теорию, в которую включена эта гипотеза. Так как математические теории являются частью научных теорий, они также подтверждаются опытом. Таким образом, у нас есть эмпирическое подтверждение математических теорий. Более того, кажется, что математика необходима для лучших научных теорий: совершенно неясно, как можно выразить эти теории без использования математического языка. Таким образом, натуралистическая позиция диктует нам, что надо принять математические объекты как часть философской онтологии. Это доказательство называется «доказательством через необходимость» (Colyvan 2001).
Если взять математику, содержащуюся в наших лучших научных теориях, в чистом виде, то, казалось бы, мы будем обречены на одну из форм платонизма. Но это будет более скромная форма платонизма, чем у Гёделя, так как естественные науки могут быть постигнуты (в первом приближении) с помощью функциональных пространств над полем вещественных чисел. Высшие разделы трансфинитной теории множеств кажутся совершенно неуместными даже в самых продвинутых теориях в естественных науках. Однако же, Куайн считал, что в некотором смысле все множества, которые постулируются при помощи ZFC, допустимы с натуралистической точки зрения; они могут быть рассмотрены как довольно большое округление математики, включаемое в наши научные теории. Суждения Куайна на этот счёт принимаются не всеми. Феферман, например, доказывает, что все математические теории, которые существенно используются в лучших в настоящее время научных теориях, выражаются в предикатах (Feferman 2005).

В философии Куайна естественные науки являются основными арбитрами, если речь идет о математическом бытии и математической истине. На этот счёт Чарльз Парсонс возражает, что в данной картине очевидность элементарной математики – нечто загадочное (Parsons 1980). Например, вопрос о том, есть ли следующее число для каждого натурального числа, по Куайну, в конечном счете зависит от наших лучших эмпирических теорий. Однако же сам этот факт является более непосредственным, чем попытки его обосновать. Сходным образом Мэдди замечает, что математики не рассматривают своё поле деятельности в каком-либо смысле ограниченным естественными науками. Действительно, можно спросить, почему математику не следует рассматривать как науку, выступающую от своего имени, и почему онтологическую сторону математики не надо вместо этого критиковать с позиций рациональных методов, которые подразумеваются в математической практике.
Отталкиваясь от этого, Мэдди решила выяснить, какие стандарты существования подразумеваются в математической практике, и какие онтологические позиции математики следуют из этих стандартов (Maddy 1990). Она обратилась к теории множеств и к методологическим исследованиям, проводимым математическим сообществом о том, какие аксиомы существования больших кардинальных чисел могут быть признаны как верные. Таким образом, ее точка зрения ближе к Гёделю, чем к Куайну. В более новой работе она выделяет два девиза, которые руководят специалистами по теории множеств при осмыслении допустимости новых теоретико-множественных принципов: унифицировать и максимизировать (Maddy 1997). Девиз «унифицировать» побуждает теорию множеств создать единую систему, в которую можно будет включить или в которой можно будет смоделировать все математические объекты и математические структуры. Девиз «максимизировать» говорит, что теория множеств должна принимать наиболее мощные и плодородные теоретико-множественные идеи.

3.3 Дефляционный платонизм 
Бернайс сделал наблюдение, что математик за работой трактует объекты, с которыми он работает, “наивно”, платонистически. С точки зрения Бернайса, любой математик во время работы является платонистом (Bernays 1935). Но если на досуге математика поймает философ и будет допытываться про его онтологические предубеждения, то математик может изменить своим убеждениям и ретироваться, сменив взгляды на неясные неплатонистические. Некоторые воспринимают это как показатель, что не всё в порядке с философскими вопросами о природе математических объектов и математического знания.
Карнап отметил различие между вопросами, которые внутренни по отношению к структуре, и вопросами, которые являются внешними (Carnap 1950). Тайт детально разработал, как можно это различие применить к математике (Tait 2005). В результате получилось то, что сейчас можно рассматривать как дефляционную версию платонизма.
Согласно Тайту, вопросы существования математических объектов могут адекватно задаваться и на них можно получить разумный ответ  только в математической (аксиоматической) системе взглядов. Например, если кто-то занимается теорией чисел, то можно спросить у него, существуют ли простые числа с заданными свойствами. Ответ на такой вопрос должен быть получен при использовании исключительно  математического фундамента.

Философы же склонны выйти за рамки математики и спросить извне, существуют ли на самом деле математические объекты и выполняются ли в действительности математические свойства. Таким вопросом они затрагивают сверхматематические или метафизические подосновы математической истины и утверждений о существовании. Тайт утверждает, что тяжело представить себе, какой смысл можно придать подобным внешним вопросам. Он пытается их опровергнуть и вернуть на то место, которое им принадлежит: собственно к математике. Конечно, не все соглашаются с Тайтом в этом вопросе. Лински и Залта разработали способ получения точных ответов на такие внешние вопросы, к которым Тайт относится с пренебрежением (Linsky & Zalta 1995).

Неудивительно, что Тайту были не особо нужны ни апелляции Гёделя к математической интуиции в философии математики, ни философское утверждение о том, что объекты существуют «вне пространства и времени». Более общо, Тайт верит, что математика не нуждается в философском основании, он пытается разрешить ей выступать от своего имени. В этом смысле его позиция напоминает (в некотором смысле Витгенштейновское) естественное онтологическое отношение, защищаемое Артуром Файном в спорах о реализме в философии науки.

3.4 Эпистемологическая проблема Бенацеррафа

Для множества платонистических позиций в философии науки Бенацерраф сформулировал эпистемологическую проблему (Benacerraf 1973). Обоснование направлено в особенности против важности математической интуиции, такой, как Гёделевская. Рассуждение Бенацеррафа начинается с предпосылки, что наша лучшая теория знания – это каузальная теория знания. Далее отмечается, что, согласно платонизму, абстрактные объекты нигде не расположены ни в пространстве, ни во времени, в то время как живые математики имеют месторасположение и в пространстве, и во времени. Однако же наша лучшая эпистемологическая теория говорит, что знания о математических объектах должны быть результатом причинно-следственных взаимодействий между этими объектами. Но это невозможно себе представить.
В настоящее время лишь немногие эпистемологи считают, что лучшей теорией знания является каузальная теория. Но оказывается, что проблема Бенацеррафа необыкновенно устойчива по отношению к варьированию эпистемологической теории. Например, давайте на время предположим, что нашей лучшей теорией знания является релиабилизм. Тогда возникает вопрос: как объяснить, откуда нам удалось получить настолько надежную веру в математические объекты?

Ходс сформулировал семантический вариант эпистемологической проблемы Бенацеррафа  (Hodes 1984). Согласно лучшей на настоящий момент теории ссылок или значений, каузально-исторические связи между людьми и миром незыблемого позволяют нашим словам оперировать с физическими объектами и свойствами. Согласно платонизму, математики оперируют с абстрактными вещами. Платонизм, таким образом, должен правдоподобно объяснять, как мы, люди во плоти, можем ссылаться на абстрактные вещи. Ввиду этого кажется, что каузальная теория ссылок будет неспособна обеспечить нас необходимым количеством «микроструктуры ссылок» в математических обсуждениях.
3.5 Полнокровный платонизм
Для решения эпистемологической проблемы Бенацеррафа была разработана ещё одна версия платонизма (Linsky & Zalta 1995; Balaguer 1998). Она известна как полнокровный платонизм. Центральным тезисом этой теории является то, что каждая логически непротиворечивая математическая теория неизбежно ссылается на абстрактные объекты. Неважно, знает ли математик, сформулировавший теорию, на что ссылается его теория, всё равно соответствующий объект совершенно нематериален. Изучая какую-нибудь непротиворечивую математическую теорию, математик автоматически получает знание о предмете обсуждения теории. Поэтому с этой точки зрения эпистемологической проблемы нет, и решать нечего.  

В версии Балагера полнокровный платонизм постулирует множественность математических вселенных, каждая из которых соответствует непротиворечивой математической теории. Таким образом, вопросы вроде континуум-гипотезы не имеют однозначного ответа: в некоторых теоретико-множественных вселенных континуум-гипотеза выполняется, в других – нет. Однако не все согласны с такой картиной мира. Мартин разработал аргументацию, показывающую, что из множества таких вселенных всегда можно «склеить» одну вселенную (Martin 2001). 

В версии Линского и Залты математический объект, постулированный непротиворечивой математической теорией, имеет в точности те математические свойства, которые приписаны ему этой теорией. Например, абстрактная сущность, сопоставленная ZFC, частична в том смысле, что в ней континуум-гипотеза не является ни истинной, ни ложной. Причина в том, что из ZFC никогда нельзя будет вывести ни континуум-гипотезу, ни её отрицание. Это не влечёт за собой того, что все способы непротиворечивого расширения ZFC равны. Некоторые из них могут быть более плодородны и мощны, остальные менее. Но этот взгляд отвергает ту точку зрения, что определенные непротиворечивые расширения ZFC предпочтительнее потому, что они состоят из верных принципов, в отличие от остальных, содержащих ложные предпосылки.
4. Структурализм и номинализм.

Работа Бенацеррафа мотивировала философов на развитие как номиналистcкой, так и структуралистской теорий философии математики (Reck&Price 2000).  Также с конца 1980-х годов различные комбинации номинализма и структурализма получили развитие.

4.1. Чем числа быть не могут.
Не довольствуясь формулировкой одной сложной задачи для платонизма (см. 3.4), Бенацерраф поставил задачу для теоретико-множественного платонизма (Benacerraf 1965). Эту задачу можно сформулировать следующим образом:

Существует бесконечно много способов представления натуральных чисел с помощью множеств. Рассмотрим, с существенным ограничением общности, два из них:

1) 

0  =      ø
1  =    {ø}

2  =  {{ø}}

3  ={{{ø}}}

…

2)

0  =  ø
1  = {ø}

2  = {ø, {ø}}

3  = {ø, {ø}, {ø, {ø}}}

…

Бенацерраф задает следующий простой вопрос:


Какое из данных представлений состоит в точности из тождественно верных высказываний: 1) или 2)?


Кажется, что на этот вопрос ответить очень сложно. Несложно понять, как можно определить операции сложения, умножения, а также функцию взятия «следующего числа» на  кандидатах в натуральные числа в первом и втором представлениях, так чтобы все верные арифметические высказывания оказались бы верными и в этих представлениях. В самом деле, если задать операции естественным образом, тогда мы получим изоморфные структуры (в теоретико-множественном смысле слова), а в изоморфных структурах верными являются одни и те же высказывания (такие структуры элементарно эквивалентны).  Только когда мы спрашиваем экстра-арифметические вопросы, такие как 1 ø 3?, два способа задания натуральных чисел начнут давать расходящиеся ответы. Возможно, что оба способа представления являются корректными. Согласно первому из них 3  ={{{ø}}}, тогда как согласно второму 3  = {ø, {ø}, {ø, {ø}}}. Если бы оба способа были корректными, тогда транзитивность тождества вела бы к теоретико-множественному противоречию.

В целом, мы пришли к следующему. С одной стороны, нет оснований полагать, что один способ задания лучше, чем другой. С другой стороны, оба задания не могут быть одновременно корректными. Эту затруднительную ситуацию иногда называют идентификационной проблемой Бенацеррафа.

Кажется, что правильным выводом из этой загадки является то, что ни один из способов 1) и 2) не является корректным. Так как схожие соображения возникнут при сравнении других, кажущихся разумными, способов сведения натуральных чисел к множествам; в конечном счете, натуральные числа оказываются вовсе не множествами.
Более того, ясно что похожие рассуждения могут быть проведены для рациональных чисел, действительных чисел… Бенацерраф заключает, что они также не являются множествами.

Не совсем ясно, к примеру, брал ли Гёдель на себя обязательства свести натуральные числа к чистым множествам. Кажется, что платонист мог бы утверждать, что натуральные числа могут быть погружены в теоретико-множественный универсум, в то же время подчеркивая, что такое погружение не следует рассматривать как онтологическую редукцию. Действительно, мы видели, что согласно платонистическому представлению о полноте Linsky и Zalta, у натуральных числа нет свойств, помимо тех, которые относятся к нашей теории натуральных чисел (Арифметика Пеано). Но тогда платонисты должны занять схожую позицию в отношении рациональных чисел, действительных чисел и так далее. В это же время,  можно допустить, что утверждение о том, что натуральные числа являются sui generis (лат редкостный, уникальный), имеет некоторые основания; утверждение о том, что комплексные числа, например, являются sui generis менее естественно. Как бы то ни было, даже если натуральные числа, рациональные числа… в каком-то смысле не приводимы к чему-либо еще, остается интересным, можно ли как-нибудь прояснить их природу.
4.2. Ante Rem структурализм.

*Ante rem – «до вещи», ранее существования чего-либо.

Shapiro предлагает полезное разграничение между алгебраическими и неалгебраическими математическими теориями (Shapiro 1997). Грубо говоря, неалгебраические теории – это теории, которые, на первый взгляд, описывают единственную модель: подразумеваемую модель теории (the intended model). Мы уже видели примеры таких теорий: арифметика, математический анализ,… Алгебраические теории, напротив, не кажутся с первого взгляда теориями об одной единственной модели. Примерами таких теорий служат: теория групп, топология, теория графов,…

Проблему Бенацеррафа можно отнести к объектам, описываемым неалгебраическими теориями. Напротив, его проблема не применима к алгебраическим теориям. Алгебраические теории не занимаются объектами самими по себе, они изучают структурную составляющую математических объектов. Это заставило задуматься Бенацеррафа, не может ли то же самое быть верным и для неалгебраических теорий. Что если вывод, который следует сделать из идентификационной проблемы Бенацеррафа состоит в том, что даже арифметика не описывает конкретные математические объекты, а вместо этого описывает структурные отношения?


Shapiro и Resnik придерживаются того взгляда, что все математические теории, даже неалгебраические, описывают структуры. Эта точка зрения известна как структурализм (Shapiro 1997; Resnik 1997). Структуры состоят из мест (places), которые состоят в структурных отношениях между собой. Таким образом, путем вывода, математические теории описывают места или позиции в структурах. Но они не описывают объекты. Число 3, например, с этой точки зрения не является объектом, а лишь местом в структуре натуральных чисел.


Системы (Systems) – это реализация структур. Системы, представляющие структуру, описываемую неалгебраической теорией, изоморфны между собой, и, таким образом, для целей теории одинаково хороши. Системы 1) и 2) из параграфа 4.1 могут быть рассматриваемы как реализации структуры натуральных чисел. Множества {{{ø}}}и {ø, {ø}, {ø, {ø}}}одинаково хорошо подходят на роль числа три. Но ни одно из них не есть число 3, так как число три – это пустое место  в структуре натуральных чисел, и это пустое место не имеет никакой внутренней структуры. Системы, как правило, имеют более широкие свойства, чем те, которые относятся к структурам ими реализуемым. 


Осмысленные вопросы о тождествах – это те вопросы, которые могут быть заданы изнутри самой структуры. Это те вопросы, на которые можно ответить, основываясь на структурных аспектах структуры. Вопросы о тождестве, лежащие вне структуры, не имеют смысла. Можно спросить: верно ли, что 3ø4?, но не осмысленно: этот вопрос содержит категориальную ошибку. Вопрос смешивает две различные структуры: ø – теоретико-множественное понятие, тогда как 3 и 4 – это места в структуре натуральных чисел. Похоже, в этом содержится удовлетворительное решение проблемы Бенацеррафа. 


С точки зрения Shapiro, структуры не являются онтологически зависимыми от систем, которые реализуют их. Если бы даже в природе не существовало бесконечных систем, структура натуральных чисел существовала бы. Таким образом, в понимании Shapiro, структуры – это платонистические объекты. Предложенный Shapiro структурализм часто называют ante rem структурализмом. 


В учебнике по теории множеств мы тоже находим понятие структуры. Грубо говоря, теоретико-множественное определение говорит, что структура – это упорядоченная n-ка, состоящая из множества, отношений на этом множестве и выделенных элементов этого множества. Но это не может являться определением структуры, подразумеваемым структурализмом в философии математики; так как теоретико-множественное понятие структуры содержит понятие множества, которое, согласно структурализму, должно само быть объяснено в терминах структур. Или, иначе говоря, теоретико-множественная структура – это просто система, реализующая структуру, которая онтологически первична.


Кажется, что ante rem структурализм объясняет понятие структуры в зацикленной манере.  Структура определяется как места, которые находятся в отношениях друг к другу, но место не может быть объяснено независимо от структуры, которой оно принадлежит. Хотя, это не обязательно составляет проблему. Для ante rem структурализма понятие структуры – это примитивное понятие, которое не может быть объяснено в более основополагающих терминах. В лучшем случае, мы можем сконструировать аксиоматическую теорию математических структур.


В тоже время, эпистемиологическая проблема Бенацеррафа остаётся крайне важной. Структуры и места могут не быть объектами, но они абстрактны. Тогда естественно заинтересоваться какие образом мы получили знание о них. Это проблема послужила основанием для определенных философов для развития номиналистической теории математики, а затем и для согласования этой теории с основными принципами структурализма. 

4.3. Математика без абстрактных объектов.


Goodman и Quine ранее попытались, стиснув зубы, переформулировать естественно научные теории без использования абстрактных объектов (Goodman&Quine 1947). Номиналистическая реконструкция научных теорий оказалась сложной задачей. Quine,  например, отказался от нее после начальной попытки. В последние десятилетия было предложено много теорий, с целью построения номиналистической реконструкции математики. Burgess&Rossen 1997 содержит хороший критический обсуждение таких взглядов.


В номиналистической реконструкции математики реальные объекты должны играть роль, которую играют абстрактные объекты в платонических основаниях математики. В этом и заключается проблема. Уже Гильберт заметил, что исходя из дискретизации природы в квантовой механике, естественные науки могут, в конце концов, начать заявлять, что существует лишь конечное число реальных объектов (Hilbert 1925). В то же время кажется, что нам потребуется бесконечно много объектов для выполнении роли натуральных чисел, не говоря уже о действительных числах. Где номиналисты находят требуемое собрание реальных объектов?


Field добросовестно попытался выполнить номиналистическую реконструкцию Ньютоновой механики (Field 1980). Основная идея заключается в следующем. Field хотел использовать реальные заменители действительных чисел и функций на них. Он занял реалистическую позицию по отношению к пространственному континууму. Он положил области пространства такими же физически действительными, как стулья и столы. Он также положил области пространства реальными: в конце концов, они ведь расположены в пространстве. Если мы также примем во внимание несвязные области, тогда можно утверждать, что в ньютоновом пространстве столько же областей, сколько подмножеств в множестве действительных чисел. При таком способе существует достаточно реальных объектов, чтобы играть роль натуральных чисел, действительных чисел и функций на действительных числах. А теория действительных чисел и функций на них – это все, что нужно для формулировки ньютоновой механики. Конечно, было бы интересно иметь номиналистическую реконструкцию действительно современной научной теории, такой как квантовая механика. Тот факт, что это может быть выполнено для ньютоновой механики, делает некоторую долю первоначального оптимизма оправданной.


Ясно, что у этого плана есть свои ограничения. Может быть возможно номиналистически интерпретировать, скажем, теории функциональных пространств над действительными числами. Однако, кажется неправдоподобным, рассуждения Field’а позволят найти номиналистическую интерпретацию теории множеств. Тем не менее, если эта теория успешна при своих ограничениях,  тогда программа Field’а действительно кое-чего достигла.  Ведь это бы означало, что он сделал важный шаг к подрыванию аргумента необходимости для скромного математического платонизма Quine’а: в некотором роде, математические объекты оказываются необязательными.


Стратегия Field’а может сработать, только если опасения Гильберта о том, что в самом фундаментальном смысле наши лучшие научные теории влекут за собой существование лишь конечного числа действительных объектов, являются безосновательными. Если кто-либо разделяет опасения Гильберта, но при этом не верит в существование абстрактных объектов, то он может, стиснув зубы, утверждать, что существует лишь конечное число математических объектов, противореча тем самым основополагающим принципам элементарной арифметики. Это привело к точке зрения, получившей понятие ультра-финитизма (ultra-finitism). В большинстве случаев это ведет, как и интуиционизм, к ревизионизму в математике, так как в этом случае пришлось утверждать бы, например, что существует наибольшее натуральное число. Не нужно говорить, что для многих трудно примириться с такими выводами. Но, например, Lavine разработал сложную форму теоретико-множественного ультра-финитизма, которая математически является неревизионистской (Lavine 1994). Он разработал детальное описание того, как принципы ZFC (теория множеств Цермело-Френкеля с аксиомой выбора) могут описывать определенно конечные множества (determinately finite sets), если в них можно включать неограниченно большие множества. 
4.4. In rebus структурализм.
Физикалистическая интерпретация арифметики и анализа, предложенная Field’ом, не просто подрывает аргумент необходимости Quine’a – Putnam’a. Она также частично решает эпистемиологическую проблему Бенацеррафа. По-видимому, не так-то просто объяснить, как люди получают знание об областях пространства-времени. Но, по крайней мере, области пространства-времени физические. Таким образом, нам больше не требуется разъяснять, как математики, состоящие из плоти и крови, контактируют с нефизическими объектами. Тем не менее, идентификационная проблема Бенацеррафа остается в силе. Например, можно задаться вопросом, почему именно эта точка пространства-времени, а ни какая-либо другая играет роль числа π.


В качестве ответа на идентификационную проблему заманчивым кажется соединить структуралистский подход с номинализмом Field’a. Это приводит к версиям номиналистического структурализма, которые коротко можно описать следующим образом. Сосредоточимся на математическом анализе. Номиналист-структуралист отрицает то, что какая-то реальная физическая система является единственной подразумеваемой интерпретацией анализа. Все реальные физические системы, удовлетворяющие основным принципам математического анализа (МА), будут ничуть не хуже. Таким образом, значение выражения φ в языке анализа задается, грубо говоря, так:


В каждой реальной системе S в которой верен МА, также верно и φ.

Это подразумевает, что также как и в ante rem структурализме, лишь структурные аспекты имеют значение для истинности или ложности математических утверждений. Но в отличие от ante rem структурализма, не постулируется существование абстрактных структур вне реальных структур.


Согласно in rebus структурализму, абстрактные структуры не существуют вне систем представляющих их. Из-за этого номиналистический ante rem структурализм иногда называют «структурализмом без структур». Номиналистический структурализм – это форма in rebus структурализма.  Но in rebus структурализм не исчерпывается номиналистическим структурализмом. Даже версия платонизма, которая полагает, что математика описывает структуры в теоретико-множественном смысле слова, может быть рассматриваема как in rebus структурализм.

Если опасения Гильберта обоснованы в том смысле, что не существует реальных физических систем, удовлетворяющих постулатам математического анализа, тогда выше приведенная трактовка содержания высказывания φ языка математического анализа неправильно понимает условия истинности этого высказывания. Действительно, она подразумевает, что любое высказывание, включающее только кванторы всеобщности, должно было бы быть тождественно истинным. Так что, чтобы упрочить приведенный выше анализ содержания высказываний, нужно дополнительно дополнить его допущением о существовании реальной физической системы, могущей служить моделью ДА. Возможно, что-то напоминающее конструкцию Field’a подойдет для этих целей.


Вскоре Putnam заметил, что если приведенное выше пояснение значений математических выражений модифицировать нужным образом, то тогда значительно более слабое предварительное допущение достаточно для получения корректного условия истинности (Putnam 1967). Putnam предложил следующую модальную интерпретацию содержания высказывания φ языка анализа:


Неизбежно, в любой реальной системе S  в которой верен ДА, верно также и φ.

Это более сильное утверждение, чем немодальная интерпретация, приведенная ранее. Но она кажется на столько же правдоподобной. Преимущество этой интерпретации в том, что следующее модально-экзистенциальное предварительное допущение достаточно для получения правильных условий истинности математических высказываний:


Возможно, что существует реальная физическая система, служащая моделью ДА. 

«Возможно, что» здесь означает «верно или могло бы быть верно, что».Теперь, кажется, замечание Гильберта должным образом учтено. Действительно, в представлении Putnam истинность математических высказываний больше не зависит от физических предположений о реальном мире.

Опять же, по видимому, не просто дать удовлетворительное объяснение тому, откуда мы знаем, что модально-экзистенциальное допущение выполнено. Но можно надеяться, что эта задача менее устрашающая, чем задача объяснение того, откуда мы узнаем факты про абстрактные объекты. Не стоит также забывать, что структуралистская сторона этого (модально-)номиналистического подхода ставить идентификационную проблему Бенацеррафа прямо-таки в безвыходное положение.

У подхода Putnam есть свои пределы. Chihara попытался применить ее не только для арифметики или анализа, но также и для теории множеств (Chihara 1973). В этом случае огрубленная  версия соответствующего модально-экзистенционального допущения выглядит следующим образом:

Возможно, что существуют реальные физические системы, служащие моделью для ZFC.
Parson указал, что когда необходимы возможные миры, содержащие собрания объектов с большими трансфинитными кардинальными числами или даже слишком большие, чтобы иметь кардинальное число, то тогда становится сложными видеть их как реальные или физические системы (Parsons 1990). Кажется, нет смысла полагать, что возможны физические миры , содержащие высоко-трансфинитное число объектов.

(обсуждение работы Hellman’a 1989 будет отложено до 5.2, где будет введено понятие категоричности).

4.5 Фикционализм.
Согласно предыдущим предложениям высказывания обыкновенной математики истины тогда, когда они должным образом, т.е. номиналистически, интерпретированы. Номиналистическое основание математики, которое будет обсуждаться здесь,  утверждает, что все экзистенциальные математические высказывания ложны просто потому, что математических объектов не существует. (По той же причине все универсальные математические высказывания будут тривиально истинными).


Фикционализм утверждает, что математические теории похожи на произведения художественной литературы, такие как сказки и романы. Математические теории описывают вымышленные объекты, точно также как в художественной литературе описываются вымышленные персонажи. Это мнение впервые было высказано во вступительной главе Field 1989, и в последние годы набирало популярность.


Даже такое, самое грубое описание позиции фикционализма сразу открывает вопрос о том, какого-сорта объектами являются вымышленные объекты. Это глубокая метафизико-онтологическая проблема. До сих пор математические фикционалисты не достигли значительных успехов на пути ее разрешения.


Если положения фикционализма верны, тогда, естественно, нужно накладывать на математические теории требование непротиворечивости. К этому Field добавляет второе требование: математика должна быть консервативна по отношению к естественным наукам. Грубо говоря, это означает, что если высказывание эмпирической теории может быть выведено при помощи математики, то оно, в принципе, может быть выведено без использования математических теорий. Если бы это было не так, то тогда аргумент необходимости мог бы быть использован против фикционализма. Является ли математика, например, консервативной к физике в данный момент не бесспорно. Shapiro сформулировал аргумент неполноты, направленный на опровержение утверждения Field’a (Shapiro 1983).


Если математических объектов и в самом деле не существует, как утверждают фикционалисты, тогда идентификационная проблема Бенацеррафа не возникает. Фикционализм разделяет это преимущество с большинством форм  платонизма с номиналистической реконструкцией математики. В тоже время он разделяет с платонизмом преимущество рассмотрения поверхностных логических форм математических утверждений.


Решена ли окончательно идентификационная проблема Бенацеррафа, до конца не ясно. В общем, фикционализм является нередукционистическим основанием. Является ли объект одной математической теории совпадающим с объектом другой теории, обычно не определяется математическими «романами». Burgess совершенно правильно подчеркнул, что математика отличается от художественной литературы в том, что вымышленные персонажи как правило находятся в рамках одного произведения, в то время как одни и те же математические объекты появляются в различных математических теориях (Burgess 2004). В конце концов, объекты с одним и тем же именем, таким как  π, обнаруживаются 
в разных математических теориях. Возможно, фикционалисты имею право утверждать, что когда математики разрабатывают новую теорию, в которой встречается «старый» объект, этот объект становится более точным. Более определенные свойства приписываются ему, чем ранее; это вполне допустимо, если общая непротиворечивость сохраняется.


Кажется, что каноническое возражение формализму, также применимо и к фикционализму. Фикционалистам следует найти какое-то объяснение тому факту, что одно из расширений математической теории часто считается лучшим, по сравнению с другим возможным и несовместимым с первым. Часто существует по меньшей мере видимость, что есть правильный способ расширения теории.  

5. Специальные темы.

В последние годы начали появляться поднаправления в философии математики. Их развитие проходит по пути, который не определяется полностью «широким обсуждением» природы математики. В этой заключительной главе мы рассмотрим некоторые из этих направлений.

5.1 Философия теории множеств.

Многие считают теорию множеств фундаментом математики. Кажется, что практически любое математическое построение можно выполнить с помощью теории множеств, хотя иногда это может быть довольно неудобно. В последние годы философия теории множеств развивается как самостоятельная философская дисциплина. This is not to say that in specific debates in the philosophy of set theory it cannot make an enormous difference whether one approaches it from a formalistic point of view or from a platonistic point of view, for instance. (не понял, как перевести)


Один из вопросов, ставший важным с появлением теории множеств, касается разности между множествами и собственными классами (proper classes). Диагональный принцип Кантора приводит к пониманию того, что в целом теоретико-множественный универсум нельзя рассматривать как множество. Теорема Кантора показывает, что показательное множество (т.е. множество всех подмножеств данного множества), имеет большую кардинальную мощность, чем само множество. Предположим теперь, что теоретико-множественный универсум есть множество: множество всех множеств. Тогда показательное множество множества всех множеств должно было бы быть подмножеством множества всех множеств. Это бы противоречило тому, что показательное множество множества всех множеств должно было бы иметь большую мощность, чем множество всех множеств. Значит, мы должны заключить, что теоретико-множественный универсум не может являться множеством. 

Кантор называл собрания слишком большие, чтобы быть множествами, несовместные множественности (inconsistent multiplicities) (Cantor 1932). Сегодня канторовские несовместные множественности называют собственными классами. Некоторые философы математики считают, что собственные классы составляют особые единицы, а следовательно являются своего рода собраниями. В духе Кантора их можно считать собраниями, которые слишком велики, чтобы быть множествами. Существуют, однако, проблемы с таким подходом. Точно также как не существует множества всех множеств, из диагонального принципа следует, что не существует собственного класса всех собственных классов. Так что подход собственных классов, кажется, вынужден различать еще и супер-собственные классы и так далее. В связи с этим Цермело заявил, что собственных классов попросту не существует. Это точка зрения является менее странной, чем кажется на первый взгляд. При детальном рассмотрении можно видеть, что в ZFC никогда не нужно осуществлять операции квантования объектов, которые слишком большие, чтобы быть множествами (хотя существуют системы теории множеств, которые берут кванторы от собственных классов). С этой точки зрения теоретико-множественный универсум потенциально бесконечен в полном  смысле этого слова. Он никогда не существует как целое, но постоянно увеличивается, а следовательно никогда незавершен. При таком стиле изложения видно, что в наши попытки постичь понятие абсолютно потенциальной бесконечности, мы принуждены пользоваться временными метафорами. Неудивительно, что эти временные метафоры доставляют некоторым философам математики много неудобств.


Второй вопрос философии теории множеств касается обоснования принятых базовых  принципов математики, таких, например, как аксиомы ZFC. Важный пример из истории – процесс принятия математическим сообществом аксиомы выбора  вначале 20 века (Moore 1982). Важность данного примера заключается во многом в том, что вопрос о допустимости теории выбора открыто и явно обсуждался математическим сообществом. В ходе этого обсуждения выявились основные аргументы за и против принятия какого-либо принципа в качестве базовой аксиомы. Системно, были выработаны две концепции определения понятия множества, которые имели целью оправдать одним махом все аксиомы ZFC. С одной стороны, существует итеративная концепция понятия множества, описывающая то, как можно представлять себе теоретико-множественный универсум, как порожденный из пустого множества с помощью операции степени множества (power set operation) (Boolos 1971). С другой стороны, концепция множеств с ограничением по размеру  (limitation-of-size conception) утверждает, что всякое собрание, которое достаточно мало, чтобы быть множеством, является множеством (Hallett 1984). Итеративная концепция хорошо оправдывает некоторые аксиомы ZFC (например аксиому множества подмножеств), но хуже справляется с другими аксиомами (такими как схема преобразования множеств).  Ограничительная концепция лучше оправдывает другие аксиомы (the restricted comprehension axiom). Многие философы полагают, что сегодня не существует целостной концепции, которая обосновывала бы все аксиомы ZFC.

Обоснование полагаемых (putative) аксиом, которые выходят за рамки ZFC составляет третий серьезный вопрос в философии теории множеств (Maddy 1988; Martin 1988). Один из таких классов аксиом состоит из аксиом большой мощности (large-cardianl axioms). Сегодня гипотезы о большой мощности по сути говорят об общих свойствах теоретико-множественного универсума и внутренних теории множеств. Чаще всего принципы большой мощности подразумевают существования множеств, которые больше, чем любое множество, существование которого гарантировано ZFC. 

Гедель надеялся, что с помощью таких аксиом большой мощности удастся наконец решить важные открытые проблемы теории множеств. Самая важная теоретико-множественная задача – это задача о континуум гипотезе.  Континуум гипотеза была сформулирована Кантором в конце 19 века. Она утверждает, что не существует множества S, которое было бы слишком большим, чтобы имелась биекция между S и множеством натуральных чисел, но слишком малым, чтобы существовала биекция между S и множеством действительных чисел. Несмотря на огромные старания, все попытки решить эту проблему окончились неудачей. Гедель стал подозревать, что континуум гипотеза и основные принципы теории множеств независимы. Около 1940г. Он показал, что континуум гипотеза совместная с ZFC. Несколько десятилетий спустя Paul Cohen доказал, что отрицание континуум гипотезы также совместно с ZFC. Таким образом, предположение Геделя о независимости континуум гипотезы в конце концов было  подтверждено. 


Однако, надежды Геделя на то, что аксиомы большой мощности могут решить проблему континуум гипотезы, оказались беспочвенными. Даже в контексте большинства аксиом большой мощности континуум гипотеза не зависит от ZFC. Тем не менее аксиомы большой мощности позволили решить некоторые ограниченные версии континуум гипотезы (с положительным ответом). Существование так называемых кардинальных чисел Woodin’а гарантирует, что множества определяемые в действительном анализе либо счетные, либо имеют мощность континуум. Таким образом, решена определяемая континуум проблема (definable continuum problem). 

В последние годы попытки были сфокусированы на нахождении принципов различного рода, которые были бы обоснованными и могли бы в тоже время разрешить континуум проблему (Woodin 2001a, 2001b). Один из более общих философских вопросов, возникших вследствие этого исследования, состоит в следующем: какие условия должны быть выполнены, чтобы определенный принцип являлся  полагаемой аксиомой математики?


Многие исследователи, которые пытаются решить континуум проблему с помощью новых аксиом, полагают, что уже имеется достаточно свидетельств тому, что континуум гипотеза неверна. Однако, существует много ученых в теории множеств, которые считают, что континуум гипотеза неразрешима не только в ZFC, но абсолютна неразрешима, то есть что она не является ни доказуемой (в нестрогом смысле слова), ни недоказуемой (в нестрогом смысле слова). Этот вопрос связан с более общим вопросом  о существовании каких-либо  разумных ограничений на расширение неформального понятия доказуемости. В данные момент эта область открыта для исследований.

5.2.  Категоричность.

Во второй половине 19 века Дедекинд доказал, что основные аксиомы арифметики имеют с точностью до изоморфизма единственную модель, а также то, что тоже самое верно для основных аксиом действительного анализа. Если теория имеет единственную с точностью до изоморфизма модель, то ее называют категорической. Таким образом, с точностью до изоморфизма арифметика и действительный анализ имеют по одной подразумеваемой модели. Спустя полвека Цермело доказал, что постулаты теории множеств являются «почти» категорическими или квази-категорическими: для любых двух моделей M1 и M2 аксиом теории множеств либо M1 и M2 изоморфны, либо M1 изоморфна сильно недостижимому рангу M2, либо M2 изоморфна сильно недостижимому рангу M1. Недавно McGee показал, что если мы рассмотрим  теорию множеств с урэлементами, тогда такая теория будет вполне категорической  относительно чистых множеств, если предположить что урэлементов не больше, чем множество (McGee 1977).

В тоже время  теорема Lowenheim-Skolem (Левенгема — Сколема) утверждает, что каждая формальная теория первого порядка, имеющая по крайней мере одну модель с бесконечным носителем, должна иметь модели с носителями всех бесконечных кардинальных мощностей. 
Так как арифметика, действительный анализ и теория множеств имеют модели с бесконечным носителем, то теорема Lowenheim-Skolen применима для них. Не противоречит ли это теоремам категоричности Дедекинда?


Решение этой затруднительной ситуации заключается в том, что Дедекинд не работал, даже неявно, формализациями первого порядка основных аксиом арифметики и анализа. Вместо этого он неформально работал с формализациями второго порядка. Тоже самое верно для результатов Цермело и McGee.


Для примера рассмотрим арифметику. Основные постулаты арифметики содержат аксиому индукции. В формализации арифметики первого порядка это формулируется следующей схемой: для любой арифметической формулы первого порядка с одной свободной переменной результат применения принципа индукции включен в формализацию арифметики. Из элементарных соображений мощности следует, что существует   бесконечно много свойств натуральных чисел, которые нельзя выразить формулой первого порядка. Но интуитивно кажется, что принцип индукции верен для всех свойств натуральных чисел. Таким образом, на языке первого порядка оказывается невозможно с полной силой выразить принцип математической индукции. Поэтому некоторые философы математики считают, что постулаты арифметики должны выражаться языком второго порядка (Shapiro 1991). Языки второго порядка содержат кванторные формулы не только от элементов носителя, но также и от свойств (или подмножеств) носителя. Если аксиомы арифметики выразить языком второго порядка, то тогда рассуждения Дедекинда оказываются верными, и мы имеем дело с категорической теорией. Точно также мы получим категорическую теорию, сформулировав основные постулаты действительного анализа на языке второго порядка, и квази-категорическую, сформулировав на языке второго порядка постулаты теории множеств.


Ante rem структурализм также как и модальная номиналистическо-структуралистская интерпретация математики могут выиграть от формализации на языке второго порядка. Если ante rem структуралист захочет настаивать на том, что структура натуральных чисел фиксирована с точностью до изоморфизма аксиоматикой Пеано, то он захочет сформулировать аксиомы Пеано в логике второго порядка. Также модальный номиналист-структуралист захочет настаивать, что реальные системы для арифметики – это такие, в которых выполнены аксиомы Пеано второго порядка (Hellman 1989). Также для математического анализа и теории множеств. Таким образом,  обращение к логике второго порядка завершающим шагом структуралистского изоляции подразумеваемых моделей математики.


В тоже время обращение к логике второго порядка в философии математики ни коим образом не является непротиворечивым. Первое возражение заключается в том, что онтологические требования логики второго порядка выше, чем у логики первого порядка. В конце концов, кажется, что использование логики второго порядка обязывает нас принять существование абстрактных объектов: классов. В ответ на это, Boolos предложил интерпретацию логики второго порядка, которая позволяет избежать признание абстрактных объектов (Boolos 1985). Его интерпретация оговаривает условия истинности для кванторных формул второго порядка в терминах множественных выражений без привлечения классов. Например, выражение второго порядка   «существует» X F(X) интерпретируется как: «есть нечто, для которого выполнено F». Эта интерпретация называется множественной интерпретацией логики второго порядка (plural interpretation) (смотри статью о plural quantification). Ясно, что в номиналистической версии структурализма заманчиво будет прибегнуть к такой интерпретации.


Второе возражение против логики второго порядка берет начало с работы Quine (Quine 1970). Оно утверждает, что интерпретация полной логики второго порядка связана с теоретико-множественными вопросами. Это следует уже из того, что большинство описаний логики второго порядка включают аксиому выбора как одну из своих аксиом. Но более тревожный момент заключается в том, что логика второго порядка неразделимо сплетена с глубокими проблемами теории множеств, такими как континуум гипотеза. Для теории вроде арифметики, которые пытаются описать бесконечно много объектов, даже такой элементарный вопрос как вопрос о мощности области значений кванторной формулы второго порядка равносилен континуум проблеме. Также существует высказывание, которое верно в логике второго порядка в том и только в том случае, если верна континуум гипотеза (Boolos 1975). Мы уже видели, что континуум проблема не зависит от принятых в настоящее время постулатов теории множеств. Многие исследователи полагают, что у нее вообще нет истинностного значения. Если так, то бесконечная модель второго порядка содержит в самом своем понятии внутреннюю неопределенность. Многие современные философы математики, считают, что такое понятие тоже не имеет истинностного значения. Таким образом, говорят они, само понятие (бесконечной) модели полной логики второго порядка по своему существу неопределимо.  


Для тех, кто не хочет прибегать к логике второго порядка, существуют другие способы гарантировать категоричность математической теории. Один способ заключается в использовании кванторных формул, которые представляют собой нечто среднее между кванторными формулами первого и второго порядков. Например, можно использовать «существует лишь конечное число x” как базовую кванторную формулу. Это, например, позволит сконструировать категорическую аксиоматизацию арифметики. 


Однако, для того чтобы гарантировать категоричность математической теории не обязательно вводить более сильные кванторные формулы. Другой способ – взять неформальное понятие  алгоритмической вычислимости за базовое (Halbach&Horsten 2005). Теорема Танненбаума утверждает, что модели первого порядка арифметики Пеано, в которые сложение и умножения являются вычислимыми функциями, изоморфны друг другу. Но наши операции сложения и умножения вычислимы, иначе мы бы никогда не узнали этих операций. Это, тогда, альтернативный способ, с помощью которого мы можем изолировать подразумеваемые модели наших аксиом арифметики. Против данного способа, однако, можно возразить, заметив, что  категоричность моделей действительного анализа, кажется, не может быть так гарантирована. Для вычислений в моделях аксиом действительного анализа у нас нет теорем аналогичных теореме Танненбаума.

5.3. Вычисление и доказательство.      
 

До недавнего времени предмет вычисления не получал большого внимания в философии математики. Отчасти это можно объяснить тем, что а-ля Гилберт аксиоматизациях теории чисел вычисление сводится к доказательству в арифметике Пеано. Ситуация изменилась в последние годы. Кажется, что вместе с возросшей значимостью вычислений в математической практике, философские исследования вычислений в ближайшие годы будут занимать более значительное место в философии математики. 


Центральное место в теории вычислимости занимает тезис Черча. Согласно нему любую алгоритмически вычислимую функцию от натуральных чисел можно вычислить на машине Тьюринга. 


Положение тезиса Черча как постулата довольно любопытно. Он является базовым принципом. С одной стороны тезис почти повсеместно считается верным. С другой стороны трудно представить, как его можно было бы математически доказать. Причина в том, что его посылка содержит неформальное понятие алгоритмической вычислимости, в то время как его вывод содержит чисто математическое понятие вычислимости на машине Тьюринга. Математические доказательства могут связывать только чисто математические понятие, по крайней мере так кажется. Вывод из этого состоит в том, что наше подтверждение верности тезиса Черча носит квази-эмпирический характер. Попытки найти убедительный контрпример к тезису Черча ни к чему не привели. Было сделано много независимых предложений математически зафиксировать понятие алгоритмической вычислимости функций натуральных чисел. Вместо вычислимости на машине Тьюринга были предложены понятия общей рекурсивности, Herbrand-Godel вычислимости, лямбда-определимости и т.д. Но все эти математические понятия оказались эквивалентными. Таким образом, используя терминологию Геделя, мы собрали внешние свидетельства верности тезиса Черча.


Довольно давно Kreisel заметил, что хотя даже тезис не может быть формально доказан, тем не менее можно внутренние свидетельства в пользу него с помощью тщательного но неформального анализа (Kreisel 1967). Kreisel назвал это упражнением в неформальной строгости. Подробная работа Sieg’а показывает, что плодотворная статья Тьюринга (1936) является изумительным образчиком такого сорта анализа неформального понятия алгоритмической вычислимости (Sieg 1994).

В данный момент наиболее активные темы в области обоснования и философии теории вычислений следующие. Во-первых, усилия были приложены для разработки теории алгебраического вычисления на структурах отличных от натуральных чисел. В частности были попытки получить аналоги тезиса Черча на альтернативных структурах. В этой области значимый прогресс был достигнуть в последние десятилетия в разработке теории эффективного вычисления на действительных числах (Pour-El 1999). Во-вторых, были сделаны попытки разъяснить понятия вычислимости, отличные от понятия алгоритмической вычислимости человеком. Одна из интересных тем здесь – квантовые вычисления (Deutch et al. 2000). 

В последние десятилетия имели место первые примеры математических доказательств, в которых компьютеры играли заметную роль. Доказательство теоремы о четырех красках – один из них. Теорема утверждает, что любую карту можно покрасить в четыре цвета таким образом, что любые две граничащие страны будут покрашены в разные цвета. Она была доказана в 1976 (Appel et. al  1977). Доказательство состоит из множества случаев, которые были проверены с помощью компьютера. Эта проверка слишком долгая, чтобы ее мог провести человек. Доказательство теоремы о четырех красках послужило поводом для дебатов о том, в какой степени компьютерные доказательства могут считаться доказательствами в полном смысле этого слова. 


Вывод состоит в том, что математические доказательства дают априорные знания. Когда же мы доверяем компьютеру проделать часть доказательства, то мы полагаемся на правильное функционирование hardware и самой программы. Эти факторы кажутся эмпирическими. Поэтому возникает соблазн заключить, что компьютерные доказательства дают квази-эмпирическое знание (Tymoczko 1979). Другими словами, с наступлением эры компьютерных доказательств понятие доказательства потеряло свой чисто априорный характер. Другие считают, что эмпирические факторы, на которые мы полагаемся, принимая компьютерные доказательства, не составляют предпосылок рассуждения. Тогда компьютерные доказательства могут все же производить априорное знание (Burge 1988). 



Источник неудобства испытываемого математиками при работе с компьютерными доказательствами состоит в следующем. «Хорошее» математическое доказательство должно не просто убеждать нас в верности определенного выражения. Оно также должно пояснять почему утверждение верно. Это достигается путем обращения к глубоким связям между математическими понятиями, часто принадлежащим разным областям (Manders 1989). До сих пор компьютерные доказательства лишь использовали низкоуровневые математические понятия. Все это приводит нас к вопросу, который только сейчас стал получать заслуженное им внимание: «что такое математическое понимание?».
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