УПРОЩЕННЫЙ МЕТОД ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ДЛЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ЛОГИКИ*)
Стиг Кангер
Широко известно, что существуют полные эффективные ме​тоды доказательства для элементарной логики **). Другими сло​вами, имеется (и не один) такой эффективный метод М, что ка​ждый раз, когда формула F является логическим следствием формулы или списка формул Г (имеются в виду формулы в языке элементарной логики), этот факт может быть установлен при помощи метода М. И поскольку М — эффективный метод, мы можем (по крайней мере, в принципе) запрограммировать на вычислительную машину использование метода М. Следова​тельно, имеется возможность использования вычислительной машины для доказательства теорем любой элементарной аксиоматической теории. Для того чтобы доказать теорему F в теории с аксиомами Г, мы должны заставить вычислительную машину показать, что F есть логическое следствие списка Г.
Однако, все предложенные к настоящему времени эффектив​ные методы доказательства для элементарной логики, по-види​мому, требуют в общем случае слишком много машинного вре​мени и слишком большого объема машинной памяти, чтобы быть пригодными даже для самых мощных и быстродействую​щих вычислительных машин.
Наименее пригодным методом, так сказать, с точки зрения вычислительной машины является так называемый метод Бри​танского музея. Пусть даны формула F и список формул Г, и пусть мы хотим показать, что F логически следует из Г. Мы упорядочиваем класс всевозможных списков формул, каждый из которых начинается с Г и -кончается F, и перебираем эти списки один за другим. Если F является логическим следствием
*) К а п g е г S t i g, А simplified proof method for elementary logic (Stockholm, Computer Programming and Formal Systems, Studies in Logic and the Fonndations of Mathematics), North-Holland, Publ. C°, Amsterdam, 1963, pp. 87—93. В порядке унификации символики произведены следующие изменения обозначений автора: знак =^ заменен на -^,U—на V, Е—на 3, /^ — на П- — Прим. перев.
**) Имеются в виду алг^орифмы поиска вывода для исчисления преди​катов, т. е. алгорифмы, которые выдают ответ «формула F выводима из списка формул Г» тогда и только тогда, когда F выводима из Г, и могут не кончать работу, когда f из Г не выводима^ — Прим. перев.
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Г, ТО МЫ рано или поздно наткнемся на список, являющийся вы​водом F из Г, например, в варианте исчисления предикатов Гильберта — Аккермана*). Легко видеть, что этот метод очень скоро исчерпает возможности любой вычислительной машины. Можно получить менее плохие методы, если добавить различные «эвристические» соображения, которые иногда ддют некоторое сокращение рассуждений, а иногда не дают. Использование эв​ристических соображений было предложено Ньюэлом и Сай​моном [6] и Гелернтером и Рочестером [2]. Введение эвристики может привести к значительному упрощению данного метода доказательства, но, по моему впечатлению, было бы мудрее отложить эвристику до тех пор, пока мы не будем иметь удовлетворительного метода доказательства в качестве основы для введения эвристических соображений.
Наиболее подходящими методами являются, по-видимому, те, которые основаны на исчислениях генценовского типа, напри​мер, на исчислении, предложенном К а н г е р о м [4], или на се​мантических таблицах Бета **). Пригодные для программирова​ния методы доказательства этого рода (или, по существу, этого рода) были даны Гилмором [3], Хао Ваном [9], П р а в и-цами и Вогерой [7] и другими. Но насколько мне известно, эти методы все еще требуют слишком больших затрат времени, чтобы представлять хоть какой-нибудь практический интерес. Для программы Правицов — Вогеры, например, мы можем легко указать очень простые формулы, для которых построение маши​ной вывода потребовало бы астрономического числа лет.
Итак, в чем мы нуждаемся, так это в радикальном упроще​нии обычного, так сказать, шаблона методов доказательства генценовского типа.
В этой статье я предложу упрощение этих методов. Упрощен​ный метод, который я опишу, идентичен с методом доказатель​ства для элементарной логики, предложенным в моей книге «Handbook i logik», и подобен методу, недавно предложенному Пр а видом [8].
Для начала я опишу исчисление генценовского типа.
Будем использовать буквы F и G для обозначения формул элементарной   логики   или,   более  точно,   формул   исчисления
*) См. Hilbert D. und Ackermann W., Grundzflge der theoretischen Logic, Berlin (Springer), 1928 г., {2-е изд., 1938). [Имеется русский перевод; Гильберт и Аккерман, Основы теоретической логики, ИЛ, 1947.] — Прим. перев.
**) См., например, Beth Е. W., The Foundations of Mathematics, North-Holland Publ. C°, Amsterdam, 1959. (Соответствующие разделы монографии Бета см. в статье «Метод семантических таблиц» наст, сборника.) — Прим. перев.
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предикатов первой ступени с равенством и функциональными зна​ками для операций, переводящих наборы индивидов в индивиды. В этой связи удобно предположить, что связанные переменные формул графически отличны от свободных переменных, кото​рые мы будем также называть параметрами. Мы будем упо​треблять букву X для обозначения связанных переменных и буквы cud для обозначения параметров, констант и термов, формируемых из параметров и констант посредством функцио​нальных знаков. Мы будем использовать греческие заглавные буквы Г, А, Z и Л для обозначения конечных (возможно, пу​стых) последовательностей формул. Выражение Та будет обо​значать результат замены каждого вхождения с в каждой фор​муле из Г вхождением d. Мы будем использовать выражения вида Г—*Z для обозначения того факта, что Z является логи​ческим следствием Г. Выражения этого вида будем называть секвенциями. (Мы гово.ри!М, что Z логически следует из Г, если для каждой непустой области индивидов и любого выбора на этой области возможной интерпретации нелогических символов для индивидов, операций, классов и отношений некоторая фор​мула из Z истинна или некоторая формула из Г ложна *).)
Мы можем предположить, что символы = (равенство), ~1 (отрицание), & (конъюнкция), V (дизъюнкция), з (импли​кация), ЕЕн (эквивалентность), V (квантор всеобщности) и 3 (квантор существования) являются единственными логиче​скими символами. Примем в качестве постулатов исчисления следующие две схемы аксиом и восемнадцать правил вывода:
Р.1    Г, F, A->Z, F, А Р.2    r->Z, {с = с), Л
Р.З
Р.4 Р.5 Р.6
Р.7

Г^. (c = rf),A'd->Z5
	Г
	
	

	г,
	(d = c), A->Z
r->z, Л
	

	Г Г,
	^z, пл Л
A^f, Z
	

	Г,
г-
	Л /", А -> Z >Z,F,A   r->Z, G,
	A


r-^Z, {F&O), A
*) Утверждение «Z логически следует из Г» можно понимать как утвер​ждение о выводимости формульного образа (см. § 3 статьи «Теорема Эрбра-на» наст, сборника) секвенции Гг>2, например, в исчислении LK~- — Прим. перев.
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	Г, F, G, A-^Z
	

	Г, (F&G), A->Z
r->z, /=•, 0, Л
	

	r->Z, (/=• V G), Л
Г, /=•,   A->Z  Г, 0, A->Z
	

	Г, (F V 0), Д -> Z /=•, r->Z, G, Л
	

	Г -> Z, (F =) G), Л
Г, Л->Л Z   Г, 0, A->Z
	

	Г, (F=>G), A->Z F, r->Z, G, A   G, r-»Z,
	F, Л

	r^Z, {F = G), A V, A->F, G, Z    Г, F, G,
	A->Z


Р.8 Р.9 Р.10
р.11
Г, {F = G), A^Z r->z, /'f, Л
р.12 РЛЗ Р.14
Р.15
где i — параметр, не встречающийся в заключении.
Р.16 Р.17 р.18
г, F^, Ул: fx, А -> Z
г, y/xFx, A->Z Г -> Z, F^, Зх Fx, Л ~~тГЗхТхГА
Г, Ff, A->Z

ij

Г, 3xFx, A^Z
где i — параметр, не встречающийся в заключении.
Теперь, если мы желаем получить вывод секвенции Г—^Z, то мы начинаем, выбирая эту секвенцию в качестве нижней, строить дерево стоящих выше секвенций посредством примене​ния снизу вверх правил вывода. Если нам удастся построить такое дерево, в котором вершина каждой ветви является аксио​мой вида Р.1 или P.2, то вывод будет получен. И если Г-*2*), то мы всегда будем в состоянии построить такое дерево, пред​полагая, что мы следуем некоторому определенному шаблону (и предполагая, конечно, что мы имеем в своем распоряжении достаточное количество времени и места). Следовательно, если мы задаем такой шаблон, >то мы получаем эффективный метод доказательства для элементарной логики.
Основной трудностью является следующая. Предположим, мы уже поднялись до некоторой секвенции в некоторой ветви
*) Имеется в виду, если секвенция Г -> Z выводима. — Прим. перев.
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дерева. Часто случается, что мы можем продолжить ветвь бо​лее чем одним способом. И может случиться, что некоторые из этих способов более благоприятны, чем другие, с точ-ки зрения простоты*). Следовательно, наша пр^оцедура должна вклю​чать некоторые соображения для выбора благоприятных путей продолжения ветвей дерева вывода. Без хороших соображений этого сорта метод доказательства будет требовать слишком бодьших затрат времени. Нехватка таких соображений была источником затруднений с программой Правица — Вогеры.
С целью предложить процедуру, которая включает сообра​жения этого рода, мы опишем некоторые видоизменения правил вывода.
Будем говорить, что параметры и константы являются тер​мами ранга нуль и что терм f{cu .. .,,Сп) является термом ранга г+1, где г — максимальный из рангов термов Си ..., с„. Ограни​чим теперь правила Р.З и Р.4 для равенства требованиями, чтобы ранг с был не меньше ранга d в Р.З и чтобы ранг с был больше ранга d в Р.4. Тогда при применениях правил Р.З и Р.4 снизу вверх мы никогда не заменяем терм с термом d большего ранга.
Мы говорим, что секвенция Г—*Z непосредственно выводи​ма, если она выводима при помощи одних лишь постулатов Р.1—Р.4, ограниченных, как указано выше. Отметим, что всегда можно разрешить вопрос: выводима ли данная секвенция непо​средственно или не выводима.
Мы также ограничим правила Р.16 и Р.17, потребовав, чтобы терм с встречался в заключении ниже черты**) или, если в за​ключении вообще не содержится термов, чтобы с являлся пер​вым в алфавитном порядке параметром. Мы изменим также формулировку этих правил. Когда мы применяем правило, мы не должны выбирать терм с немедленно. Вместо этого мы заме​няем х-временной переменной а и делаем заметку на полях, что а стоит вместо одного из термов заключения***). Итак, пра​вила принимают следующую формулу:
^•'°      r,\/xFx,A->Z      ,/'^1'  •■■'  ^"'
где Си ..., с„ — термы, встречающиеся в заключении; если таких термов нет, то а — первый параметр.
Г -> Z, F^, ■ЗхРх, Л Р-^^     r->Z, 3xFx, Л       ajci, ■..,€„,
*) Имеется в виду простота окончательного вывода. — Прим. перев. **) Здесь не исключается случай, когда с входит в заключение в каче​стве подтерма некоторого терма заключения.—Прим. перев.
***) В оригинале вместо термина «временная переменная» стоит термин «dummy». — Прим. перев.
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где Ci,..., Сп — термы, встречающиеся в заключении; если таких термов нет, то а — первый параметр.
Выражение a/ci,... ,Crt мы будем называть подстановочным списком для временной переменной а, а термы Ci, ..., с„ — зна​чениями а*).
Теперь я опишу процедуру поиска доказательства. Предпо​ложим, что мы хотим вывести секвенцию T-^Z. Мы начинаем снизу с секвенции T-^Z и, поднимаясь наверх, строим дерево секвенций, применяя правила вывода**). Мы разбиваем по​строение дерева на этапы. Внутри каждого этапа мы применяем лишь правила для логических связок и кванторов, т. е. правила Р.5—Р.18. В конце каждого этапа мы испытываем каждую из секвенций, стоящих в вершинах ветвей. Если испытание приво-дитк положительному результату, то мы прекращаем построение дерева, в противоположном случае мы переходим к новому этапу.
Внутри каждого этапа мы предпочитаем применения пра​вил Р. 15 и Р. 18 применениям правил для логических связок, т. е. применениям правил Р.5—Р.14 и предпочитаем применения правил для логических связок применениям Р.16 или Р.17. Если мы применяем Р. 16 или Р. 17 и в заключении встречается более одного терма, то мы обязательно должны ввести новую времен​ную переменную, которая еще не вводилась в дерево, и указать подстановочный список для этой переменной. Более того, когда мы применяем Р.,16 и Р.17, мы должны предпочесть расщепление формулы G расщеплению формулы, которая расщеплялась боль​шее число раз, чем G, в предыдущих применениях Р.16 и Р.17 в рассматриваемой ветви дерева вывода. Когда мы применяем правила Р.15 или РЛ8, вводимый параметр должен быть обяза​тельно новым и, разумеется, отличным от значений временных переменных заключения.
В конце каждого этапа мы ненадолго останавливаемся и проверяем, нельзя ли выбрать такие значения для временных переменных из подстановочных списков для этих переменных, чтобы все секвенции, стоящие в вершинах, были бы непосред​ственно выводи.мы после замены временных переменных выбран​ными значениями.
Если можно сделать такой выбор значений, то вывод успеш​но завершается. Если же такого выбора значений нет, то мы сохраняем временные переменные и развертываем новый этап построения дерева вывода, продолжая каждую ветвь, кроме закрытых (ветвь закрыта в том смысле, что секвенция, стоящая
*) Отметим, что временные переменные   (отличные от' а)   могут встре​чаться в списке Си ■ ■. , Сп.
**) Здесь  и  ниже  имеются  в  виду  применения  правил  снизу  вверх.— Прим. перев,
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Б ее вершине, непосредственно выводима при любых значениях временных переменных *).     .
Осталось фиксировать объем каждого этапа. Мы считаем этап завершенным, если каждая ветвь этого этапа имеет своей вершиной такую секвенцию А^-Л, что (1) каждая формула в А или является атомарной, или начинается квантором всеобщ​ности, и каждая формула из Л или является атомарной, или начинается квантором существования; (2) все неатомарные фор​мулы из А и из Л расщеплялись в рассматриваемой ветви одно и то же число раз при предыдущих применениях Р. 16 или Р. 17.
Описание метода доказательства закончено. Для иллюстра​ции метода я приведу вывод секвенции -^3xWy{{x = f{x))-=3 '=>(f(f{y))=y)). Формулу из этой секвенции обозначим посред​ством ЗхР. Вывод следует читать снизу.
н п .п.„   f (У = f U)). ('• = t (О) -> (У = Л (f (f W) = k), 3xF
"венный" I и = f U)), (i =- f (0)->(f U) -Л, (f (f (k)) = k), 3xF
• •
вывод
^y^f (У) )_  (; _ f (;) ^^g^f (yj ) _ у)_  (^ (; (^i) ) _ ^)_  j^f   f-'i-
Выбор значения: a/J
f (« = f («) )■ ('• = f (0 )^(f(f (П) = J), (f if (k) )^k).-3xF
1 ('• - f (0) ^ (/ (/ U)) = J)< (a = / («)) 3 (/ (f (fe)) = k), 3xP
^- ^'
**.

( (i ^ f (0 )->(/(/ U)) = У), Vj/ ((g = / (g)) =3 (/ (/ (y) } = y)), IxF   ^'l^j
f ('• = /(0)->(/(/(y)) = y). 3x\fy{(x=^f(X))zD(f(f(y)) = y))    ;•;;
{
-^((/=/(0)^(/(/(у)=у)), эл:^
^- j;
t   
^Vj/((/ = /(0)3(/(/(y)) = y)), Зд:/^

;-|^'
{
'*3^V</((x = f(x))z3(/(f(«/)) = y))
P-17-
Сравним этот вывод с выводами секвенций
-^Vy3xi{x^f{x))^if{f{y)) = y))
-^{\fx{x = f{x))=>\/y{f(fiy))=^y)).
*) Эту фразу можно понимать в следующих двух смыслах; (1) ветвь закрыта, если ее верхняя секвенция непосредственно выводима при любых значениях временных переменных из их подстановочных списков; (2) ветвь закрыта, если ее верхняя секвенция непосредственно выводима при любых значениях временных переменных. Проверка условия (2) осуществляется по​пыткой непосредственно вывести секвенцию, считая временные переменные обычными переменными, отличными друг от друга и от других переменных, встречающихся в секвенции. Для проверки условия (1) требуется, как пра​вило, ббльшая раоота (причем во многих случаях результаты этих двух про​верок будут совпадать), однако часто (особенно для таких ветвей, в кото​рых подстановочные списки не очень велики) использование условия (1) позволяет закрывать ветви намного раньше, чем мы смогли бы^ это сделать, пользуясь лишь условием (2). — Прим. перев.
**) ^/i,fii),i,f{i),f{fU))-
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Эти выводы проще приведенного выше, хотя формулы в этих секвенциях логически эквивалентны формуле из приведенного примера. Теперь требуется лишь два этапа, поскольку кон​станта /, которую мы подставляем вместо а, оказывается до​пустимой в качестве значения временной переменной уже при первом применении Р. 17 или Р. 16. Простейшим выводом яв​ляется вывод последней секвенции:
нрп„™ея  f  (У = /(/)Х V^(-«-fW)->(y = /)
р..
вывод
[   (J = f (У) ), V^ (X = / (л:) ) -^ (f (/ (У) ) = J)   '^•*'
выбор значения: а//
этап 2      {   (а =/ (а)), Wx(x^f (л:)) -> (f (f (J)) = Л
I
\/x(x = f (X) )->(/(/ U)) = J) ^''^ *\ ,.. Wx(x==f(x))->>/y{f(f(y)) = y)      p^^^;
[
-^{'ix(x = f(x))=,\/y(f(f(y))==y))
Итак, чтобы получать более простые выводы, обычно выгодно не расширять области действия кванторов более, чем необхо​димо.
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