Äìèòðåâñêàÿ Å.Í. (Ìåõìàò—2005, 505 ãðóïïà)





Îñíîâíûå (õîòÿ è íå âñå) èäåè òåêñòà È.Ëàêàòîñà


"Äîêàçàòåëüñòâà è îïðîâåðæåíèÿ".





Ðàáîòà Ëàêàòîñà ñîäåðæèò îïðåäåëåííûé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Âñå ðàññóæäåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íà îñíîâå èçâåñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è è åå âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ.  





Çàäà÷à


Ñóùåñòâóåò ëè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì V âåðøèí, ÷èñëîì Å ðåáåð è ÷èñëîì F ãðàíåé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîãðàííèêà? Ïåðâîíà÷àëüíàÿ äîãàäêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî V - E + F = 2 - ò.í. òåîðåìà Ýéëåðà. Ìíîãîãðàííèêè, äëÿ êîòîðûõ ýòî òàê, ïðèíÿòî íàçûâàòü ýéëåðîâûìè. Âñå ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè - ýéëåðîâû. 





 Äîêàçàòåëüñòâî


Ïåðâûé øàã. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìíîãîãðàííèê áóäåò ïîëûì ñ ïîâåðõíîñòüþ èç ðåçèíû. Åñëè ìû âûðåæåì îäíó èç åãî ãðàíåé, òî âñþ îñòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ìû ìîæåì, íå ðàçðåçàÿ, ðàñòÿíóòü íà ïëîñêîñòè - ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðûé ãðàô. 


Âòîðîé øàã. Òðèàíãóëèðóåì ïîëó÷åííûé ãðàô, ò.å. ïðîâåäåì äèàãîíàëè (âîçìîæíî, êðèâîëèíåéíûå) â òåõ åãî ãðàíÿõ, êîòîðûå åùå íå ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè (âîçìîæíî, êðèâîëèíåéíûìè).  Ïðîâåäÿ êàæäóþ äèàãîíàëü, ìû óâåëè÷èâàåì è Å è F íà åäèíèöó, òàê ÷òî ñóììà V - Å + F íå èçìåíèòñÿ. 


Òðåòèé øàã. Áóäåì âûíèìàòü èç òðèàíãóëèðîâàííîé ñåòè òðåóãîëüíèêè îäèí çà äðóãèì. Âûíèìàÿ òðåóãîëüíèê, ìû èëè âûíèìàåì ðåáðî, ïðè÷åì èñ÷åçàþò îäíà ãðàíü è îäíî ðåáðî, èëè âûíèìàåì äâà ðåáðà è âåðøèíó; òîãäà èñ÷åçàþò îäíà ãðàíü, äâà ðåáðà è îäíà âåðøèíà. Â ëþáîì ñëó÷àå  V - Å + F íå ìåíÿåòñÿ. Â èòîãå ïîëó÷àåì îäèí òðåóãîëüíèê. Äëÿ íåãî V - Å + F  = 1.





Äîêàçàòåëüñòâî òåì ñàìûì ñâîäèòñÿ ê òðåì ëåììàì:


Ëåììà 1. Ëþáîé ìíîãîãðàííèê ïîñëå óäàëåíèÿ îäíîé ãðàíè ìîæíî ðàñòÿíóòü íà ïëîñêîñòè. 


Ëåììà 2. Ïðè ïðîâåäåíèè ëþáîé èç äèàãîíàëåé ãðàôà V - Å + F  íå ìåíÿåòñÿ.


Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò ïîðÿäîê óäàëåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ èç ãðàôà, ïðè êîòîðîì V - Å + F  íå ìåíÿåòñÿ.





Ëàêàòîñ óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà äâóìÿ ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè:


- íàõîäèòñÿ êîíòðïðèìåð, ïîñëå ÷åãî èñõîäíàÿ äîãàäêà îòáðàñûâàåòñÿ, êàê íåïðàâèëüíàÿ;


- íàëè÷èå êîíòðïðèìåðà çà÷àñòóþ ìîæåò ïîçâîëèòü ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå ãëóáîêóþ äîãàäêó ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé.


Â ñâÿçè ñ ýòèì îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóåò ïîíÿòèå êîíòðïðèìåðà.


  


Ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå êîíòðïðèìåðû


Ëîêàëüíûé êîíòðïðèìåð - ïðèìåð, êîòîðûé îòâåðãàåò õîòÿ áû îäíó ëåììó, íå îòâåðãàÿ íåîáõîäèìî îñíîâíóþ äîãàäêó. Ãëîáàëüíûé êîíòðïðèìåð - ïðèìåð, îòâåðãàþùèé ñàìó äîãàäêó. 


Èìåþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òðè âîçìîæíûõ òèïà êîíòðïðèìåðîâ: 


(1) ëîêàëüíûé, íî íå ãëîáàëüíû; 


(2) îäíîâðåìåííî è ãëîáàëüíûé, è ëîêàëüíûé; 


(3) ãëîáàëüíûé, íî íå ëîêàëüíûé. 





Ñïîñîáû áîðüáû è ïðîèñõîæäåíèå êîíòðïðèìåðîâ îáñóäèì ÷óòü íèæå, à ïîêà ïðèâåäåì ïðåäëàãàåìûé Ëàêàòîñîì ñïèñîê êîíòðïðèìåðîâ:


 


Ñïèñîê ãëîáàëüíûõ êîíòðïðèìåðîâ


(1) Êóá ñ âíóòðåííåé ïîëîñòüþ [êóá ñ âûðåçàííîé ñåðäöåâèíîé].


(2) Òåòðàýäðû-áëèçíåöû ñ îáùèì ðåáðîì èëè òåòðàýäðû-áëèçíåöû ñ îáùåé âåðøèíîé [ïàðà òåòðàýäðîâ, ñòîÿùèõ íà îäíîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òî îíè èìåþò ëèáî îäíî îáùåå ðåáðî, ëèáî îäíó îáùóþ âåðøèíó]. 


(3) "Ìîðñêîé åæ" [ò.í. çâåçä÷àòûé ìíîãîãðàííèê].


(4) "Êàðòèííàÿ ðàìà" [òîð, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ñîñòîèò èç ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ].


(5) Öèëèíäð.


(6) Êóáèê íà êóáå [ìàëåíüêèé êóáèê, ñòîÿùèé íà âåðõíåé ãðàíè áîëüøîãî êóáà].





�EMBED PBrush����





Íåêîòîðûå êîììåíòàðèè:


ê (2) - íèæíþþ ãðàíü, íà êîòîðîé ñòîÿò òåòðàýäðû, ñëåäóåò ñ÷èòàòü çà îäíó;


ê (3) - â êà÷åñòâå ãðàíåé ôèãóðû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü íå òðåóãîëüíèêè, à ôðàãìåíòû ïÿòèêîíå÷íîé çâåçäû, íà ðèñóíêå òàêèå ãðàíè îêðàøåíû â îäèí öâåò;


ê (5) - â öèëèíäðå íåò âåðøèí, ò.å. V = 0;





Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ñîäåðæèò îñíîâíûå ìåòîäû áîðüáû ñ êîíòðïðèìåðàìè. Ìåòîä, îòðàæàþùèé ïî ìíåíèþ Ëàêàòîñà ñóùíîñòü ìàòåìàòèêè, íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâ è îïðîâåðæåíèé.





Ìåòîä ñäà÷è


Ìåòîä îñíîâàí íà ò.í. îòáðàñûâàíèè äîãàäêè. Ìû îòêàçûâàåìñÿ ðàññìàòðèâàòü "äîêàçàòåëüñòâî" êàê äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðîé äîãàäêè. Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðèâîäÿùåãî ê ðàçëîæåíèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ íà ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, è íå ïîëüçîâàòüñÿ èì â ñìûñëå ãàðàíòèè íåêîòîðîé èñòèíû. Ïðåäëîæåííîå ðàíåå äîêàçàòåëüñòâî "äîêàçàëî" ïðåäëîæåíèå Ýéëåðà â ïåðâîì ñìûñëå, íî íå îáÿçàòåëüíî âî âòîðîì. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå: åñëè äîãàäêà ëîæíà, òî ñ óâåðåííîñòüþ ìîæíî îæèäàòü, ÷òî áóäåò ëîæíûì è, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.





Ìåòîä óñòðàíåíèÿ ìîíñòðîâ


Îïðîâåðæåíèå ïðè ïîìîùè êîíòðïðèìåðîâ çàâèñèò îò ïîíèìàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òåðìèíîâ. Î÷åíü ÷àñòî ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ èíòóèòèâíî ÿñíûõ îáúåêòîâ äàþòñÿ è îáñóæäàþòñÿ èìåííî òîãäà, êîãäà ïîÿâëÿþòñÿ êîíòðïðèìåðû. Ìåòîä îñíîâàí íà óòâåðæäåíèè, ÷òî â ñóùíîñòè ëþáîé êîíòðïðèìåð ïî ñóòè òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ, ò.ê. îí íå ïîäõîäèò ïîä îïðåäåëåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò ìåòîä ïðîñòî ãëàñèò, ÷òî ëþáîé èç ïðåäëîæåííûõ êîíòðïðèìåðîâ íå ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì ìíîãîãðàííèêîì.


Ìåòîä óñòðàíåíèÿ ìîíñòðîâ - ìåòîä, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî èñêëþ÷èòü ëþáîé êîíòðïðèìåð ïðè ïîìîùè èçìåíåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãîãðàííèêà, èëè òåðìèíîâ, åãî îïðåäåëÿþùèõ, èëè îïðåäåëÿþùèõ òåðìèíîâ äëÿ åãî îïðåäåëÿþùèõ òåðìèíîâ è ò.ä. 





Ìåòîä óñòðàíåíèÿ èñêëþ÷åíèé


Ìåòîä óñòðàíåíèÿ èñêëþ÷åíèé - ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ îáëàñòè ïðàâèëüíîñòè ïåðâîíà÷àëüíîé äîãàäêè.


Â îòëè÷èå îò ìåòîäà óñòðàíåíèÿ ìîíñòðîâ, ìû íå ñ÷èòàåì ëþáîé êîíòðïðèìåð íåïðàâèëüíûì â ñèëó òîãî, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì, à äîïóñêàåì, ÷òî òåîðåìà âåðíà íå äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ. Èíûìè ñëîâàìè, èç òåîðåìû åñòü èñêëþ÷åíèÿ. Ýòè èñêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò äîáàâèòü â óñëîâèå òåîðåìû: "Òåîðåìà Ýéëåðà âåðíà äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ, êðîìå …"


Â ñâÿçè ñ äàííûì ìåòîäîì âîçíèêàþò äâà ðîäà ïðîáëåì. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàáîð âîçìîæíûõ èñêëþ÷åíèé ìîæåò áûòü ñëèøêîì ñëîæåí äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî áîëåå èëè ìåíåå ðåøèòü, åñëè ïðåäëîæèòü âìåñòî ïîëíîãî ïåðå÷èñëåíèÿ êîíòðïðèìåðîâ êàêîå-íèáóäü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, êîòîðîå áû ðàçîì âûâîäèëî èõ âñåõ èç îáëàñòè äåéñòâèÿ òåîðåìû.  Â íàøåì ñëó÷àå óñòàíîâëåíèå ãðàíèöû ìîæåò èìåòü âèä: "ðàññìîòðèì òîëüêî âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè". Íî òóò âîçíèêàåò âòîðàÿ ïðîáëåìà. Îíà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî âñå æå õî÷åòñÿ èìåòü êàê ìîæíî øèðîêóþ ãðàíèöó ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû, ÷òîáû íå îêàçàëîñü òàê, ÷òî ñëèøêîì ìíîãî ýéëåðîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ îêàæåòñÿ âíå îáëàñòè ðàññìîòðåíèÿ (ÿñíî, ÷òî åñëè ëþáîé ýéëåðîâ ìíîãîãðàííèê "ïîìÿòü" è ñäåëàòü íåâûïóêëûì, òî îí âñå ðàâíî îñòàíåòñÿ ýéëåðîâûì). 


 


Ïîñëåäíèå çàìå÷àíèÿ íàõîäÿò åùå îäíî îáñóæäåíèå â ðàáîòå Ëàêàòîñà. Ðå÷ü èäåò î ò.í. íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ â òåîðåìàõ è "íàèâíîñòè" ïåðâîíà÷àëüíîé äîãàäêè.


 


"Èäåàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî"


Äîêàçàòåëüñòâî â èäåàëå äîëæíî îáúÿñíèòü ÿâëåíèå ýéëåðîâîñòè â ïîëíîì åãî îáúåìå. Òåîðåìà äîëæíà ïðîâîäèòü ãðàíè÷íóþ ëèíèþ ìåæäó ïðèìåðàìè è êîíòðïðèìåðàìè, à ñîâñåì íå ìåæäó, ñ îäíîé ñòîðîíû, áåçîïàñíîé îáëàñòüþ ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ïðèìåðîâ, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ìåøêîì, ñîäåðæàùèì ñìåñü ïðèìåðîâ è êîíòðïðèìåðîâ. Èíûìè ñëîâàìè, óñëîâèÿ òåîðåìû äîëæíû áûòü íå òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî òàêæå è íåîáõîäèìûìè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîèñê òàêîãî äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì æåëàåìîãî.


“Íàèâíîñòü” äîãàäêè. Ïåðåñìîòð äîãàäêè


Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: "Ïî÷åìó íàøè ïîèñêè äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ïåðâîé íàèâíîé äîãàäêîé, íà êîòîðóþ ìû íàïàëè?" Íàøåé çàäà÷åé áûëî íàéòè ñâÿçü V, Å è F äëÿ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà. Âåäü òîëüêî ïî ÷èñòîé ñëó÷àéíîñòè ìû âûäåëèëè ýéëåðîâû ìíîãîãðàííèêè. È ìû ïîñòàâèëè çàäà÷ó îïðåäåëèòü, ãäå áîã ïîìåñòèë ãðàíèöó, îòäåëÿþùóþ ýéëåðîâû ìïîãîãðàííèêè îò íåýéëåðîâûõ. Íî íåò îñíîâàíèÿ äóìàòü, ÷òî ñëîâî “ýéëåðîâ” âîîáùå âñòðå÷àëîñü ó áîãà â ïëàíå âñåëåííîé. Òîãäà, âîçìîæíî è íåëüçÿ íàéòè íèêàêîãî äîñòàòî÷íî ÿñíîãî óñëîâèÿ, îòäåëÿþùåãî ýéëåðîâû ìíîãîãðàííèêè îò íåýéëåðîâûõ; ìîæåò áûòü ýéëåðîâîñòü - òîëüêî ñëó÷àéíîå ñâîéñòâî íåêîòîðûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ïîýòîìó íàäî áûòü ãîòîâûìè âî âðåìÿ ðåøåíèÿ îñòàâèòü ïåðâîíà÷àëüíóþ çàäà÷ó è çàìåíèòü åå äðóãîé.





Âåðíåìñÿ ê äàëüíåéøåìó ðàññìîòðåíèþ ìåòîäîâ.





Ìåòîä èñïðàâëåíèÿ ìîíñòðîâ


Äàííûé ìåòîä ãîäèòñÿ íå äëÿ âñåõ êîíòðïðèìåðîâ, íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ïîìî÷ü. Ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùåì. Ìíîãèå íàøè êîíòðïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè ëèøü â ñèëó òîãî, ÷òî ìû "íåïðàâèëüíî" íàõîäèì äëÿ íèõ V, E è F. Ñóùåñòâóåò äðóãîé, î÷åíü åñòåñòâåííûé âçãëÿä íà ýòè ìíîãîãðàííèêè, ïðè êîòîðûõ âñå ñòàíîâèòñÿ íà ñâîè ìåñòà. Òàê â êóáå íà êóáå äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äèàãîíàëè íà âåðõíåé ãðàíè, ó çâåçä÷àòîãî ìíîãîãðàííèêà â êà÷åñòâå ãðàíåé íàäî áðàòü íå çâåçäû, à òðåóãîëüíèêè, ó òåòðàýäðîâ-áëèçíåöîâ "ñêëåèâøèåñÿ" ôðàãìåíòû ñëåäóåò ñ÷èòàòü  çà ðàçíûå è ò.ä.





Çäåñü âïåðâûå îáñóäèì (õîòÿ è ÷àñòè÷íî) ðàçëè÷íûå òèïû êîíòðïðèìåðîâ. 





Ìåòîä âêëþ÷åíèÿ ëåìì (àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà)


 Äàííûé ìåòîä ïðåäíàçíà÷åí ïðåæäå âñåãî äëÿ áîðüáû ñ êîíòðïðèìåðàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ îäíîâðåìåííî è ãëîáàëüíûìè è ëîêàëüíûìè.  


Ðåöåïò î÷åíü ïðîñò: åñëè ìû èìååì êîíòðïðèìåð óêàçàííîãî òèïà, òî ðàññìîòðèì òó ëåììó, êîòîðîé îí ïðîòèâîðå÷èò è åå äîêàçàòåëüñòâî. Âíèìàòåëüíûé àíàëèç äàñò íàì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ òàê, ÷òîáû ê íåé óæå íèêàêèõ êîíòðïðèìåðîâ íå áûëî. Ýòè æå òðåáîâàíèÿ ñëåäóåò âêëþ÷èòü è â óñëîâèÿ îáùåé òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ýòî íà ïðèìåðå.


Âîçüìåì êóá íà êóáå. Ïîñëå óäàëåíèÿ íèæíåé ãðàíè áîëüøîãî êóáà îñòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ìû ëåãêî ðàñòÿíåì íà ïëîñêîñòè. Ïðîáëåìû âîçíèêíóò ïðè ðàññìîòðåíèè âòîðîé ëåììû. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ó èìåþùåãîñÿ ãðàôà åñòü îäíà êîëüöåîáðàçíàÿ ãðàíü. Ïðè ïðîâåäåíèè åå äèàãîíàëè íå ìåíÿåòñÿ íè îäíà âåëè÷èíà, êðîìå ÷èñëà ðåáåð. Íàøà îøèáêà çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî ìû íåãëàñíî ïðåäïîëàãàëè âñå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà îäíîñâÿçíûìè. Ýòî óñëîâèå è ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû. Ìåòîä âêëþ÷åíèÿ ëåìì ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåò äîêàçàòåëüñòâî, íî îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ïðàâèëüíîñòè îñíîâíîé äîãàäêè, ñâîäÿ åå ê èñòèííîé îáëàñòè ïîäîçðèòåëüíîé ëåììû. Òùàòåëüíûé àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà ìîæåò äàòü î÷åíü òîíêîå îãðàíè÷åíèå çàïðåùåííîé ïëîùàäè. Ìåòîä âêëþ÷åíèÿ ëåìì îñíîâûâàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå — è íè íà ÷åì äðóãîì.  





Â òåêñòå Ëàêàòîñà ñîäåðæèòñÿ åùå îäíî äîïîëíåíèå, êàñàþùååñÿ ò.í. "ñêðûòûõ ëåìì". Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ ïðèâåñòè åãî çäåñü æå. 





	Ïóñòü ìû èìååì êîíòðïðèìåð, ÿâëÿþùèéñÿ ãëîáàëüíûì, íî íå ëîêàëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåð íå ïðîòèâîðå÷èò íè îäíîé èç ëåìì, íî, òåì íå ìåíåå, òåîðåìà Ýéëåðà äëÿ íåãî íå èìååò ìåñòà. Åñëè âñå-òàêè ñîãëàñèòñÿ ñ òåì, ÷òî èñõîäíóþ äîãàäêó ìû ðàçëîæèëè íà 3 ëåììû ïðàâèëüíî, òî îñòàåòñÿ îäèí âîçìîæíûé âàðèàíò: â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå ïðèñóòñòâóåò ò.í. "ñêðûòàÿ" ëåììà, ò.å. íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû íåãëàñíî ñ÷èòàåì ñïðàâåäëèâûì, íî êîòîðîìó è ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèéñÿ ïðèìåð. Òðåáîâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü ïî âîçìîæíîñòè âñå "ñêðûòûå" ëåììû ÿâíûìè, ñôîðìóëèðîâàâ èõ îòäåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé êîíòðïðèìåð ãëîáàëüíûé, íî íå ëîêàëüíûé, ñòàíåò è ëîêàëüíûì, è ãëîáàëüíûì. Ìåòîä áîðüáû ñ òàêèìè ïðèìåðàìè áûë óæå óêàçàí. 	





Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâ è îïðîâåðæåíèé


Ïðàâèëî 1. Åñëè âû èìååòå êàêóþ-íèáóäü äîãàäêó, òî ïîïðîáóéòå äîêàçàòü åå èëè îïðîâåðãíóòü. Òùàòåëüíî ðàññìîòðèòå äîêàçàòåëüñòâî è ïðèãîòîâüòå ñïèñîê íåòðèâèàëüíûõ ëåìì; íàéäèòå êîíòðïðèìåðû êàê äëÿ äîãàäêè (ãëîáàëüíûå), òàê è äëÿ ëåìì (ëîêàëüíûå).


Ïðàâèëî 2. Åñëè ó âàñ åñòü ãëîáàëüíûé êîíòðïðèìåð, òî óñòðàíèòå âàøó äîãàäêó, äîáàâüòå ê âàøåìó àíàëèçó äîêàçàòåëüñòâà ïîäõîäÿùóþ ëåììó, êîòîðàÿ áóäåò îïðîâåðãíóòà èì, è çàìåíèòå óñòðàíåííóþ äîãàäêó èñïðàâëåííîé, êîòîðàÿ âêëþ÷èëà áû ýòó ëåììó êàê óñëîâèå (ìåòîä âêëþ÷åíèÿ ëåìì). Íå ïîçâîëÿéòå îòáðàñûâàòü îïðîâåðæåíèÿ êàê ìîíñòðû. Ñäåëàéòå ÿâíûìè âñå “ñêðûòûå ëåììû”.


Ïðàâèëî 3. Åñëè ó âàñ åñòü ëîêàëüíûé êîíòðïðèìåð, òî ïðîâåðüòå åãî, íå áóäåò ëè îí òàêæå ãëîáàëüíûì êîíòðïðèìåðîì. Åñëè îí áóäåò èì, òî âû ìîæåòå ëåãêî ïðèìåíèòü ïðàâèëî 2. 


Ïðàâèëî 4. Åñëè âû èìååòå êîíòðïðèìåð, ÿâëÿþùèéñÿ ëîêàëüíûì, íî íå ãëîáàëüíûì, ïîïðîáóéòå çàìåíèòü îòâåðãíóòóþ ëåììó íåîïðàâåðãíóòîé äðóãîé. Äîïóñòèìà è áîëåå ðàäèêàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: çàìåíèòü ëåììó — èëè, ìîæåò áûòü, âñå ëåììû, èçîáðåòàÿ ñîâåðøåííî äðóãîå, áîëåå ãëóáîêîå äîêàçàòåëüñòâî.


Ïðàâèëî 5. Åñëè ó âàñ åñòü êîíòðïðèìåð ëþáîãî òèïà, ïîïðîáóéòå ïðè ïîìîùè äåäóêòèâíîãî ãàäàíèÿ íàéòè áîëåå ãëóáîêóþ òåîðåìó, äëÿ êîòîðîé óæå áîëåå íå áóäåò êîíòðïðèìåðîâ.





Íåêîòîðûå êîììåíòàðèè:


- ïðàâèëî 2 ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò âñåõ ãëîáàëüíûõ êîíòðïðèìåðîâ: è ëîêàëüíûõ (âêëþ÷åíèå ëåìì), è íå ëîêàëüíûõ (âûÿâëåíèå "ñêðûòûõ" ëåìì);


- ïðàâèëî 4 êàñàåòñÿ ïðèìåðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíûìè, íî íå ãëîáàëüíûìè. Òàêèå ïðèìåðû íå ïðîòèâîðå÷àò òåîðåìå, íî äåëàþò íåïðàâèëüíîé îäíó èç ëåìì. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäïðàâèòü ëåììó, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò êîíòðïðèìåðà ê íåé; êàê ýòî ñäåëàòü - äðóãîé âîïðîñ;


- îáñóæäåíèå èíäóêòèâíûõ è äåäóêòèâíûõ äîãàäîê ñì. íèæå;





Èíäóêòèâíûå äîãàäêè è äåäóêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà


Èíäóêòèâíàÿ äîãàäêà - "äîãàäêà", îñíîâàííàÿ íà âíèìàòåëüíîì èçó÷åíèè ïðîñòåéøèõ äàííûõ (íàïðèìåð, çíà÷åíèé Å, P è V). Ðå÷ü èäåò ïðîñòî î òîì, ÷òîáû èìåÿ áîëüøóþ òàáëèöó çíà÷åíèé Å, Ð è V äëÿ ðàçíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïîïûòàòüñÿ "óãàäàòü" íåêîòîðóþ ôîðìóëó, èõ ñâÿçûâàþùóþ.  


Äåäóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî - äîêàçàòåëüñòâî, íå îïèðàþùååñÿ íè íà êàêóþ ïåðâîíà÷àëüíóþ äîãàäêó. 


Âî-ïåðâûõ, ê èíäóêòèâíîé äîãàäêè ìîæíî ïðèéòè ëèøü ñëó÷àéíî. Âî-âòîðûõ, ÷ðåçìåðíîå "óâàæåíèå ê ôàêòàì” çàäåðæèâàåò ðîñò çíàíèÿ, ò.ê. íåêîòîðûå ôàêòû íà ñàìîì äåëå ñëåäóåò èãíîðèðîâàòü, êàê èñêëþ÷åíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè áû â íàøåé òàáëèöå ñîäåðæàëñÿ áû, ñêàæåì, òîð, òî íà ôîðìóëó Ýéëåðà ìû áû íèêîãäà íå íàòîëêíóëèñü.


Ðàññìîòðèì ïðèìåð èíäóêòèâíîé äîãàäêè (èëè, åñëè óãîäíî, èíäóêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà).


Ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò ñâÿçü ìåæäó Å, Ð è V. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íå ðåøàòü èñõîäíóþ çàäà÷à, à ðàññìîòðåòü åå àíàëîã â áîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ (ñïóñê âíèç). Èòàê, îò ìíîãîãðàííèêà ïåðåõîäèì ê ìíîãîóãîëüíèêó. Êîíå÷íî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà V = E, íî ìû ìîæåì äàæå ýòîãî íå çàìåòèòü. Ìû ïðîñòî ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé "ìíîãîóãîëüíèê", êîòîðûé åñòü: îäíà òî÷êà. Äëÿ íåå V = 1. Ñ ýòîãî è áóäåì íà÷èíàòü (ïîäúåì íàâåðõ). Îò òî÷êè ïåðåéäåì ê îòðåçêó, îò îòðåçêà - ê íåçàìêíóòîé ëîìàíîé: íà êàæäîì øàãå ïîÿâëÿåòñÿ îäíà äîïîëíèòåëüíàÿ âåðøèíà è îäíî ðåáðî. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñîîáðàæåíèþ, ÷òî V - E = const, òî÷íåå V - E = 1. Ìíîãîóãîëüíèê åñòü "çàìûêàíèå"  ëîìàíîé, ïðè ýòîì çàìûêàíèè ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî ðåáðî ò.å. V = E. Äåëàåì ñëåäóþùèé øàã íàâåðõ: íà÷íåì "ñêëåèâàòü" ìíîãîóãîëüíèêè äðóã ê äðóãó ( â ïðîñòðàíñòâå). Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ðàçíîñòü Å - V íà êàæäîì øàãå èçìåíÿåòñÿ íà 1, è íà ñòîëüêî æå èçìåíÿåòñÿ ÷èñëî ãðàíåé. Îñòàëîñü íà ïîñëåäíåì øàãå "çàìêíóòü" ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó èç ìíîãîóãîëüíèêîâ ïîñëåäíåé ãðàíüþ. Îòñþäà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìíîãîóãîëüíèêîâ (íàçîâåì èõ "êðàñèâûìè") V - E + F = 2. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü, ñêëåèâ "íåêðàñèâûå" ìíîãîãðàííèêè èç "êðàñèâûõ". Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà Ýéëåðà ëåãêî âûäåðæèâàåò äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ ñêëåèâàíèå ïî îäíîé ãðàíè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ êàðòèííîé ðàìîé (òîðîì) ëåãêî îáúÿñíÿåòñÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî îí ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ äâóõ ñâîèõ ïîëîâèíîê, íî ïî ïàðå ãðàíåé è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ðàçâèòóþ ñèñòåìó îáîáùåíèé, âûðàæàþùèõñÿ âñå áîëåå ãðîìîçäêèìè ôîðìóëàìè âèäà V - E + F = 2 - 2(n-1) äëÿ "áóáëèêà" ñ n-ãðàíÿìè. Îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ òðåáóåò âîïðîñ, èìååò ëè ñìûñë äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå ââåðõ, èëè îíî ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì (âìåñòî êðàñèâîé ôîðìóëû Ýéëåðà ìû ïîëó÷èì ìîíñòð, ñâÿçûâàþùèé Å, Ð è V ñ êó÷åé äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìíîãîóãîëüíèêà: ÷èñëîì ïîëîñòåé, ÷èñëîì "äûðîê", ìíîãîñâÿçíûõ ãðàíåé…)





Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì òàêæå ñîîáðàæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ò.í. ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèé, õîòÿ íåïîñðåäñòâåííîé ñâÿçè ñî âñåì ïðåäûäóùåì ýòî íå èìååò. Îòäåëüíûé âîïðîñ êàñàåòñÿ áåñêîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèé.





Ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèé


Âî âðåìÿ, êîãäà áûëà âûñòàâëåíà äîãàäêà Äåêàðòà — Ýéëåðà, ïîíÿòèå ìíîãîãðàííèêà âêëþ÷àëî ïî áîëüøåé ÷àñòè âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè è ïîëó÷àåìûå èç íèõ ìíîãîãðàííèêè ñ âîãíóòîñòÿìè. Ýòî ïîíÿòèå íå âêëþ÷àëî ìíîãîãðàííèêîâ ñ êîëüöåîáðàçíûìè ãðàíÿìè, ïîëîñòÿìè è ò.ä. Â ïðåäïîëîæåííîì èñòîëêîâàíèè äîãàäêà áûëà âåðíîé, îíà îêàçàëàñü íåïðàâèëüíîé òîëüêî â íåïðåäïîëàãàâøèìñÿ ðàñøèðåííîì èñòîëêîâàíèè ïîíÿòèÿ ìíîãîãðàííèêà. Âñå ýòî ïðîèçîøëî ëèøü ïîòîìó, ÷òî íàèâíîå ïîíÿòèå ìíîãîãðàííèêà íèêîãäà íå áûëî çàêðåïëåíî, è  íåïðåäïîëàãàâøååñÿ îïðåäåëåíèå âûòåñíèëî åãî. 


Â ñóùíîñòè, óñòðàíèòåëè ìîíñòðîâ òîëüêî ñîõðàíÿþò ïåðâîíà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå, òîãäà êàê ðàñøèðèòåëè ïîíÿòèé óâåëè÷èâàþò åãî; ëþáîïûòíàÿ âåùü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñøèðåíèå ïîíÿòèé èäåò ñêðûòî; íèêòî ýòîãî íå ñîçíàåò, è çà÷àñòóþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óñòðàíåíèå ìîíñòðîâ ñóæàåò ïîíÿòèÿ, òîãäà êàê â äåéñòâèòåëüíîñòè îíî ñîõðàíÿåò èõ íåèçìåííûìè.


Èäåÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíîãîãðàííèêà, ÷òîáû îíî ìîãëî âêëþ÷èòü ñìÿòûå, êðèâîëèíåéíûå “ìíîãîãðàííèêè” ñ èñêðèâëåííûìè ãðàíÿìè, âðÿä ëè ìîãëà ïðèéòè êîìó-íèáóäü â ãîëîâó äî ñîîòâåòñòâóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà. Òåïåðü æå ýòî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì, òàê êàê îïåðàöèè íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü äëÿ íèõ èñòîëêîâàíû òàê æå õîðîøî, êàê è äëÿ îáûêíîâåííûõ  ìíîãîãðàííèêîâ. Òàêèå ïîíÿòèÿ, ðîæäåííûå äîêàçàòåëüñòâîì, íå ïðåäñòàâëÿþò íè “ñïåöèôèêàöèé”, íè “îáîáùåíèé” íàèâíûõ ïîíÿòèé. Èäåè äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîñòüþ ïîãëîùàþò ïåðâîíà÷àëüíîå íàèâíîå ïîíÿòèå. Êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî âûÿâëÿåò õàðàêòåðíûå, ðîæäåííûå äîêàçàòåëüñòâîì ñâîéñòâà ïîíÿòèÿ.


Åñëè ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ìîë÷àëèâûõ ñåìàíòè÷åñêèõ ïðàâèë íàøåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ÿçûêà, òî íàøè êîíòðïðèìåðû íå áóäóò êîíòðïðèìåðàìè. Îíè ïðåâðàòÿòñÿ â ëîãè÷åñêèå êîíòðïðèìåðû òîëüêî îò èçìåíåíèÿ ïðàâèë ÿçûêà ïðè ðàñøèðåíèè ïîíÿòèé.


Îáû÷íî ïðè ïîÿâëåíèè “êîíòðïðèìåðà” âû ìîæåòå âûáèðàòü: èëè âû îòêàçûâàåòåñü çàíèìàòüñÿ èì, òàê êàê íà âàøåì äàííîì ÿçûêå L1 îí íå êîíòðïðèìåð (ìåòîä óäàëåíèÿ ìîíñòðîâ), èëè âû ñîãëàñèòåñü èçìåíèòü âàø ÿçûê ïðè ïîìîùè ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ è ïðèíÿòü ýòîò êîíòðïðèìåð íà íîâîì ÿçûêå L2. 


Áåñêîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèé


Äëÿ âñÿêîãî ïðåäëîæåíèÿ âñåãäà íàéäåòñÿ íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî óçêîå òîëêîâàíèå åãî òåðìèíîâ, êîòîðîå îêàæåòñÿ èñòèííûì, è íåêîòîðîå, äîñòàòî÷íî øèðîêîå, êîòîðîå îêàæåòñÿ ëîæíûì. Ïåðâîíà÷àëüíî êðèòèêà ñîñðåäîòî÷èâàëàñü èñêëþ÷èòåëüíî íà íåáîëüøîì ðàñøèðåíèè îäíîãî ÷àñòíîãî ïîíÿòèÿ. Äëÿ îïðîâåðæåíèÿ “Âñå À ñóòü Â” êðèòèê õî÷åò íàéòè ñëåãêà ðàñøèðåííîå À (ìíîãîãðàííèê), êîòîðîå íå áóäåò Â (ýéëåðîâ). Áåñêîíå÷íîå æå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèé îïðîâåðãàåò âñÿêîå óòâåðæäåíèå è âîîáùå íå îñòàâèò èñòèííîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðàçäåëüíóþ ëèíèþ ìåæäó ðàöèîíàëüíûì è èððàöèîíàëüíûì ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèé. 


 Åñëè ïðåäëîæåíèå íå ìîæåò áûòü îïðîâåðãíóòî â îòíîøåíèè ñâîèõ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé: à, b,..., òî îíî áóäåò ëîãè÷åñêè èñòèííûì äëÿ ýòèõ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. ßñíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèé, ëîãè÷åñêè èñòèííûõ äëÿ âñåõ èõ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. Íî ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíèÿ, ëîãè÷åñêè èñòèííûå ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì ñîñòàâíûì ÷àñòÿì. Ìû ìîæåì äîïóñòèòü ðàñøèðåíèå ïîíÿòèé òîëüêî äëÿ îñîáî âûäåëåííîé ïîäãðóïïû ñîñòàâíûõ ÷àñòåé, êîòîðûå ñòàíóò ïåðâûìè ìèøåíÿìè äëÿ êðèòèêè.





